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Predgovor

Kǌiga pred vama rezultat je vixegodixǌih predavaǌa studentima Gra�evinskog

fakulteta Univerziteta u Beogradu, kojima je prvenstveno i nameǌena. Istovremeno,

ovaj u�benik nastao je i usled nove akreditacije, koja je uslovila znaqajne izmene

u programima matematiqkih predmeta. Pisana je prema va�e�em programu predmeta

Matematika 1 koji se sluxa u prvom semestru studija.

O znaqaju matematike kao mo�nog i nezamenǉivog alata za studente tehniqkih nauka

suvixno je govoriti. Zapravo, ve�i deo materije koja se izuqava tokom studija na neki

naqin inspirisan je matematiqkim konceptima i idejama primeǌenim na praktiqne

probleme. Sa druge strane, dobro je poznata bojazan i nelagodnost studenta koji se po

prvi put susre�e sa strogim izlagaǌem teorijske prirode na kome poqiva matematika

kao nauka. Prvi susret sa teorijskim pristupom matematici prirodno �e kod qitaoca

proizvesti zbuǌenost i neretko �e se zapitati da li je i zbog qega sve to potrebno.

Pixu�i u�benik, imao sam pre svega u vidu jasnu potrebu za prevazila�eǌem ovog

nesklada, xto je ujedno jox jedan od motiva nastanka ove kǌige. Svestan mogu�eg rizika

da se ovaj kurs shvati kao gomila nepotrebnih i texko razumǉivih teorema i formula,

trudio sam se da qitalac uqeǌe matematike prihvati kao izazov. Iza svake va�nije

teoreme po pravilu sledi zadatak ili primer kao ǌena ilustracija. Ve�ina tvr�eǌa

detaǉno je dokazana, izuzev onih qiji su dokazi komplikovaniji, kao i onih qiji su

dokazi lakxi ili sliqni ranije izvedenim, te su kao takvi ostavǉeni qitaocu za ve�bu.

Veliki broj slika nalazi se na svim onim mestima na kojima grafika mo�e doprineti

boǉem razumevaǌu izlo�enog teksta.

Da bi qitaoci lakxe usvojili prezentovano gradivo i pritom se zainteresovali za

sadr�aj predmeta, slede odre�ena uputstva i saveti za qitaǌe kǌige za koje smatram

da su korisni. Naime, logika matematike je jasna, koncizna i precizna - ne dopuxta

dvosmislenosti i proizvoǉna tumaqeǌa. Stoga se svi bitni pojmovi strogo definixu,

pri qemu su dozvoǉeni izvesni izuzeci, kao xto je na primer pojam skupa koji se uvodi

aksiomama teorije skupova. Nakon definisaǌa fundamentalnih pojmova, matematiqki

tekst se daǉe izla�e kroz tvr�eǌa (stavove), leme (pomo�na tvr�eǌa), teoreme (po-

sebno va�na tvr�eǌa) i ǌihove posledice. Da bi dobijeni rezultati bili validni,

najpre ih moramo dokazati. U dokazima koristimo definicije i prethodno dokazana

tvr�eǌa. Ukratko, ovo su pravila igre. Jasno sagledavaǌe ovih pravila predstavǉa

prvi korak ka razumevaǌu matematiqkih principa i uspexnom spremaǌu ispita.

Svakako najsigurniji naqin za sticaǌe animoziteta prema matematici je qitaǌe

sa preskakaǌem i uqeǌe napamet - recitovaǌe. Posebnu pa�ǌu treba usmeriti na ovu

zamku koju je lako izbe�i. Recept je jednostavan - ne nastavǉajte sa qitaǌem sve dok

pravilno ne razumete definiciju odre�enog pojma. Osmislite sami xto jednostavniji

primer koji ilustruje svaki aspekt nove definicije.

Pre qitaǌa dokaza nekog tvr�eǌa, uverite se najpre da ste pravilno razumeli

sam iskaz. Pri tome va�e isti principi - konstruixite primere koji �e potvrditi

iskaz. Slede�i ovaj jednostavan princip, savladavaǌe gradiva posta�e lako, a ulazak

u svet matematike zanimǉiv i izazovan. Pored toga, termin ’dokaz’ teoreme mo�e kod

studenata qesto proizvesti asocijacije na komplikovane tokove misli i odbojnost ka

pokuxaju da se isti savlada. Kako je ova kǌiga pisana pre svega za studente tehnike,

u rukopisu koji sledi ne pretenduje se na strogost matematiqkog izlagaǌa i stoga

su izostavǉeni te�i dokazi. Dugogodixǌe iskustvo u nastavi mi govori da je umesto

dokaza va�nije razumeti znaqeǌe nekog tvr�eǌa, ǌegovu primenu i posledice.



Nakon uvodne glave, kǌiga je podeǉena na tri celine predvi�ene programom, i to:

linearnu algebru, analitiqku geometriju i uvod u matematiqku analizu. Na kraju

svake glave nalaze se ve�baǌa pomo�u kojih qitalac mo�e testirati usvojeno znaǌe.

Ve�baǌa su orijentisana ka konkretnim proverama i sadr�e raznolike zadatke, od

najjednostavnijih primera kojima se kontrolixe razumevaǌe osnovnih pojmova, do onih

komplikovanijih koji zahtevaju razmixǉaǌe i povezivaǌe gradiva. Ukoliko date taqne

odgovore na bar 50% postavǉenih pitaǌa - zadataka, mo�ete smatrati da ste uspexno

savladali gradivo predvi�eno odre�enom glavom.

U uvodnoj glavi, koja se uglavnom sastoji od sredǌoxkolskog gradiva sa izvesnim

dopunama, razmatra se celokupan materijal koji je neophodan za neometano qitaǌe i

razumevaǌe daǉeg teksta. Qitaocu sa slabijim matematiqkim predznaǌem savetuje se

pa�ǉivo qitaǌe ovog sadr�aja.

Tema druge glave kǌige je linearna algebra, oblast sa xirokim spektrom primena

u tehnici. Izuqavaju�i ovu matematiqku oblast qitalac �e nakon usvajaǌa kǉuqnih

pojmova detaǉno upoznati osnovne strukture linearne algebre - vektorske prostore.

Limitiranost obimom predmeta nije mi dozvolila da posvetim onoliko prostora ovoj

temi kolika je bila prvobitna namera. Ovo se pre svega odnosi na praktiqne primene,

za koje se iskreno nadam da �e na�i svoje mesto u nekom budu�em izdaǌu kǌige. Ipak,

zainteresovani qitalac mo�e nadograditi svoje znaǌe daǉim korix�eǌem nekih od

predlo�enih kǌiga za koje su date reference u popisu literature.

Tre�a glava posve�ena je analitiqkoj geometriji i predstavǉa prirodan nastavak

linearne algebre. Prave, ravni i povrxi u prostoru prirodno su okru�eǌe budu�eg

in�eǌera gra�evine. Nagiǌaǌe ka vizuelizaciji i praksi, doprine�e tome da neki

qitaoci analitiqku geometriju do�ive kao omiǉeni deo ovog kursa.

Kroz uvod u matematiqku analizu tradicionalno se izuqavaju brojni nizovi i neka

fundamentalna svojstva realnih funkcija jedne promenǉive, pre svega neprekidnost

i diferencijabilnost. Sadr�aj ove glave postavǉa temeǉe matematiqkog obrazovaǌa

studenata tehnike. Me�utim, po nepisanom pravilu, studenti najte�e usvajaju gradivo

zastupǉeno u qetvrtoj glavi. Diferencijalni raqun zadaje glavoboǉe mnogim, pa i

najboǉim studentima. U velikoj meri razlog le�i u nerazumevaǌu pojma graniqnog

procesa na kome se zasniva matematiqka analiza, kao i specifiqnostima ’ε− δ’ jezika,
kojim se izla�e ova materija. Stoga sam posebnu pa�ǌu posvetio samoj definiciji

limesa niza i funkcije. Kada qitalac savlada ove pojmove, ali tako da razume ulogu

i znaqeǌe svakog simbola, daǉe izlagaǌe posta�e razumǉivo i logiqno.

Osetǉivost na grexke sastavni je deo pisaǌa u�benika. Zato se unapred zahvaǉujem

qitaocima koji mi uka�u na grexke u tekstu, ma kojeg karaktera one bile. Tako�e se

zahvaǉujem kolegi dr Marku Pexovi�u na pa�ǉivom qitaǌu pojedinih delova teksta

i korisnim sugestijama, kao i koleginici dr Mariji Obradovi� na pomo�i pri izradi

trodimenzionalnih slika povrxi drugog reda.

Posebnu zahvalnost dugujem recenzentima ove kǌige, mojim uva�enim kolegama, dr

Aleksandru Lipkovskom i dr ǈubomiru Quki�u. ǋihovo pa�ǉivo qitaǌe rukopisa

proizvelo je niz komentara i sugestija koji su mi bili od velike pomo�i prilikom

otklaǌaǌa grexaka i znaqajno doprineli da ova kǌiga poprimi svoj konaqan oblik.

U Beogradu, 8. septembra 2021. godine

Zoran Pucanovi�
pucanovic@grf.bg.ac.rs
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Glava 1

Uvod

Uvodna glava je kratak pregled sredǌoxkolskog gradiva uz izvesne dopune i sa

posebnim osvrtom na osnovne matematiqke pojmove, kao xto su elementi matematiqke

logike, pojam skupa, pojmovi relacije i funkcije, osnovni skupovi brojeva i drugi

pojmovi neophodni za razumevaǌe daǉeg teksta. Obradu ovih tema suzi�emo samo na

one delove potrebne za sadr�aj ovog predmeta ne pretenduju�i na strogost izlagaǌa.

Iako se ovde bavimo ve� poznatim sadr�ajem, qitaocima sa slabijim predznaǌem

savetuje se pa�ǉivo qitaǌe ove glave, budu�i da je neophodna za dobro razumevaǌe

osnovnih matematiqkih koncepata i samog jezika matematike.

1.1 Elementi matematiqke logike

Da�emo najpre kratak podsetnik osnovnih pojmova iskaznog i predikatskog raquna.

Termin iskaz odnosi se na reqenicu kojoj se mo�e dodeliti istinitosna vrednost � -

taqno ili ⊥ - netaqno. Posmatrajmo na primer slede�e reqenice:

p: Postoji prirodan broj deǉiv brojem 3.

q: Svaki prirodan broj deǉiv je brojem 3.

r: Matematika je zanimǉiva nauka!

Reqenice p i q su iskazi, pri qemu je p taqan a q netaqan iskaz. Za razliku od ǌih,

reqenica r nije iskaz budu�i da zavisi od subjektivnog mixǉeǌa.

Iskazna logika bavi se samo iskazima i pravilima donoxeǌa logiqkih zakǉuqaka

na osnovu datih iskaza.

Iskaze obiqno oznaqavamo malim latiniqnim ili malim grqkim slovima. Od datih

iskaza mo�emo formirati slo�enije iskaze primenom negacije koja je unarna opera-

cija, xto znaqi da zavisi od jednog argumenta, ili binarnih operacija koje zavise od

dva argumenta: konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije. Ove operacije

definisane su na slede�i naqin:

Negacija iskaza p, u oznaci ¬p (,,nije p”) je iskaz koji je taqan samo ako je p netaqan.

Konjunkcija iskaza p i q, u oznaci p∧ q (,,p i q”) je iskaz koji je taqan samo ako su p i

q taqni, inaqe je netaqan.
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Disjunkcija iskaza p i q, u oznaci p ∨ q (,,p ili q”) je iskaz koji je netaqan samo ako

su p i q netaqni, inaqe je taqan.

Implikacija iskaza p i q, u oznaci p =⇒ q (,,p povlaqi q”, ,,iz p sledi q”, ,,ako p,
onda q”, ,,p je dovoǉan za q”, ,,q je potreban za p”) je iskaz koji je netaqan samo

ako je p taqan i q netaqan iskaz. U ostalim sluqajevima je taqan.

Ekvivalencija iskaza p i q, u oznaci p ⇐⇒ q (,,p ekvivalentno sa q”, ,,p ako i samo

ako q”, ,,p akko q”) je iskaz koji je taqan ako su oba iskaza taqna ili oba iskaza

netaqna, inaqe je netaqan.

Simbole � i ⊥ (nekad se zbog boǉe preglednosti koriste oznake 1 i 0) zovemo logiqkim
konstantama, a skup simbola {¬,∧,∨, =⇒ , ⇐⇒ } osnovnim logiqkim operacijama, koje
se mogu dati i preglednije pomo�u slede�ih tablica:

p q p ∧ q p ∨ q p =⇒ q p ⇐⇒ q

� � � � � �
� ⊥ ⊥ � ⊥ ⊥
⊥ � ⊥ � � ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ � �

p ¬p
� ⊥
⊥ �

Prioritet logiqkih operacija je slede�i: najstarija po prioritetu je operacija ¬,
sredǌe (i ravnopravne) su operacije ∧ i ∨, dok su najmaǌeg prioriteta operacije =⇒
i ⇐⇒ . Naravno, prioritet se mo�e promeniti uvo�eǌem zagrada.

Slede�im pravilom definixe se pojam iskazne formule.

1◦) Logiqke konstante i iskazna slova su iskazne formule.

2◦) Ako su P i Q iskazne formule, onda su ¬P , P ∧ Q, P ∨ Q, P =⇒ Q i P ⇐⇒ Q
iskazne formule.

3◦) Sve iskazne formule dobijaju se samo konaqnom primenom pravila 1◦) i 2◦).

Osnovna karakteristika iskazne formule je da ǌena taqnost zavisi samo od taqnosti

iskaznih slova koja uqestvuju u ǌoj. Od posebnog znaqaja su iskazne formule koje

su taqne za sve mogu�e vrednosti iskaznih slova. Takva iskazna formula P zove se

tautologija, u oznaci � P . Nasuprot tome, iskazna formula P koja je uvek netaqna zove

se kontradikcija. Neke uobiqajene oznake za kontradikciju su ili �.

Ima vixe naqina da poka�emo da je neka iskazna formula tautologija. Jedan od

ǌih, sa kojim je qitalac ve� upoznat, je provera istinitosnih tablica. Pored toga

koristi se i metod diskusije po slovu, metod svo�eǌa na apsurd, metod tabloa, itd.

Navodimo neke va�nije tautologije:

• p ∧ q ⇔ q ∧ p, p ∨ q ⇔ q ∨ p Zakoni komutativnosti

• ¬(p ∧ q)⇔ ¬p ∨ ¬q, ¬(p ∨ q)⇔ ¬p ∧ ¬q De Morganovi
1
zakoni

1Augustus De Morgan (1806− 1871), britanski matematiqar.
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