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Tlpenrosop

IlomroBanm unTaove,

ITpen Bama ce Ha/masy Kib1ra Koja je ipe CBera HamereHa cTyfeHTuma I[pahesun-
ckor dakynrera YHUBep3urera y beorpagy, koju monaxxy Kypc MaremMaTiyka aHa-
nm3a 2. OHa je nmucaHa IpeMa IporpaMy OBOT IpeaMeTa 1 daBu ce TeMaMa Koje Cy
TVIM IIpOorpaMoM IpomucaHe. Hamra Hamepa duia je ma oHa y IpBOM pefy OATOBOPM
Ha rorpede CTy/IeHaTa, a He Jja ce §aBM caMOIIpe3eHTalMjOM ayTopa.

C TiM y Be3J, KIbJTa TOKpUBa YeTpy 0dmacTu: PyHKLIMOHATHY pPefioBY, PyHK-
IVije BMIIIe IIPOMEH/bUBUX, BUIIECTPYKY MHTETPA/IN, Kao 1 fudepeHIujaaHe jeqHa-
yyHe. OBe 001acTy TOKPUBEHE CY Y OHOj MepH KOja je HeOIIXOHa 3a II0/Iarabe OBOT
Kypca 11 ITpaTe MCTY JIOTMKY M3/larama ca npefaBama 11 Bexxdn. C THM y Be3 )KeMOo
Jia ce 3aXBa/nMMO HaueM Koreru Mareju KnexxeBuhy koju je cBojuM pajjoM 3Ha4ajHO
yTHuIao Ha fiepuHMCame 1 yTeMebeme n3rneaa Kypca MaremaTnuke ananmuse 2. [ly-
SOKO 3aVB/BEHN U MHCIIMPUCAHY PafjoM Hauler Kosere VBaHa J/lazapeBnha, koju ca
HEeBEepOBATHOM JIAKOhOM IpOHajIasy HauyHe [ja CTY/eHTIMa IPUSIIDKI U YIPOCTH
TpajiuBo, TPYAWU/IN CMO C€ Jla ¥ MU YBa)KMMO TaKaB IIPUCTYII 1 Ha KOHIIY IIOKyLIa-
MO JIa IPYMEHNMO y Kibu3u. 3axBasbyjemMo ce kormeru Mapky Ilemosuhy koju je
CBOjMM KOPMCHIUM CaBeTVMa IIOMOTa0 TeXHUYKY U3PaTy KIbUTe.

3a KOHaYHO yodmrdyeme BU3Nje ayTopa, TaKkohe Cy 3acmy>KHu u peneHseHTH bo-
jaHa Muxawunosuh, 4nju yTuiiaj Ha ayTope Huje 8110 caMmo Kpo3 KopucHe caBete Beh
U KpO3 AYTOTOAMIIHY capajmy, Te Bragumup Ipyjuh, u To He camo Kao peljeH3eHT
Beh 1 Kao mpujaTe/b ¥ CATOBOPHUK Ca KOjUM Ce€ Y MHOTO YeMy TPaXXVo IYT U KOju
je 3HAO a OC/TyIIHe JA1jIeMe ayTopa U Ha HbUX OATOBOPY Ha IpaBy HaumH. [locedHy
3axBanHocT ynyhyjemo Comu Kamajuh, hepku [Iparonra Kanajnha, koja Ham je omo-
ryhma fa ce Ha kopunama Kmure Hahe c/uka mweHOr ola, Xunepdopejka, 4nme cy
ayTopM XKe/enu fla CKpeHy Makmby Oyayhux reHeparija Ha HEIPOTA3HO JIETI0 OBOT
HallleT BEe/IMKOT YMeTHMKA ¥ MUCTIMOLA.



Y xonitiexciti anitiuxepojckoi gyxa mogepre Kyaiiype yiasu u roe-
Ha ciipacii packpurkasarea xepoja tpowinocidu. OHa ux ipu-
Kasyje kao Kyxasuue, ticuxotiatie unu ilyke duxyuje. Tume ce
iiokasyje u UOMIIYHO Hepa3ymesarve Puiype xepoja u rweHoi 3Ha-
uqja: 3a eultianne uHiliepece 3ajegHuiue Huje 8axcHO KO je Xepoj
UnY WA je o, ogakne gonasu, kakee ia iodyge 6oge: BaHHO
je kako on PynxyuoHuwe: 8axcaw je yuunax. M y iwom tioineqy
ciisapHociii iotisephyje Haueno ga yuw olpasgasa cpegciiiso.

Upaiows Kanajuh, Cmax ceeitia



1

@O yHKUWOHANTHH PEOBH

1.1 Teopuja

Hedunnumja 1. Hus pyukuuja {f,(x)}, f,, : E — R, n € N, 1pocTo, OFTHOCHO TaykKa
0 TauKa, KOHBeprupa ka ¢yukumju f : E — R, ako 3a cBako ¢ukcupano xg € E,
Spojum uus {f,(x)} kouBeprupa xa dpojy f(x(), a 3a ckyn E kaxemo fja je MHTepBaI
koHBepreHnuje. O3HaKa 3a IPOCTY, Ta4Ka II0 TauKa, KOHBepreHuujy je f,(x) — f(x),
x €E.

Hepunnnmja 2. Hus dyukuuja {f,(x)}, f, : E > R, n € N, paBHOMepHO, OffHOCHO
yuudopmHo, KouBeprupa ka ¢yukiuju f : E — R Ha ckyny E ako Baxu (Ve >
0)(dng = ng(e))(Vn > ng AVx € E = |f,(x) — f(x)| < €). O3Haka 3a paBHOMEpHY,
yH1(bOpMHY, KOHBepreHuujy je f,(x) = f(x), x € E.

Hedunnnmja 3. OyHKUMOHATHY pef

(o)

Y Falx) = i)+ folx) e+ fulx) o

n=1
rze f, : E = R, E C R, npocTo, OZHOCHO Ta4kKa II0 TauKa, KOHBEPIMpa CBOjOj CyMu

S(x), ako HU3 mapuujanHuX cyma S, (x) mpocto KoHBeprupa ka S(x). (IIpoctuje pe-

4yeHo: DYHKUMOHATHYU pefi KOHBeprupa y Tauku Xy € E, ako dpojun pep Z fu(x0)
n=1
KOHBeprupa.)

Hedunnnmja 4. OyHKUMOHATHY pef

(o)

Y Falx) = i)+ folx) o+ fulx) o

n=1

rze f, : E = R, E C R, paBHOMepHO KOHBeprupa cBojoj cymn S(x), ako HU3 mapiu-
janHux cyma S, (x) paBHOMepHO KoHBeprupa Ha E xa S(x).

7



— L1 Teopi

Hedunnnmja 5. OyHKUMOHATHY pef

an X)+ foX) + -+ fulx) + -,

rre f, : E — R, E C R, anconyTHO KOHBEPrupa ako pex

D 1l = LA+ 1001+ + )]+,
n=1
MPOCTO KOHBEPrupa.

(ITpoctuje peyeno: PYHKUNMOHATHN pel alICOMTYTHO KOHBEPrypa Ha MHTEPBAY
[Se]

D, axo 3a cBako Xy € D Baxn ga dpojunu pex Zlfn(x0)| KOHBEpIupa.)

n=1

Ilpumep 1. Kowujes xpuitiepujym

i .
(1+x2)"

nl

I = lim
n—00 \/ 1+x2 1+x2

3a Vx € R. VIntepBan KoHBepreHuuje (—oo, +00).

IIpumep 2. [anamdepos kpuitiepujym

e Kajajel =e* <1 o x € (—o0,0) pen KOHBeprupa

o Kafiaje x > 0 pex nuBeprupa.

1.1.1 Kputepujymu paBHomepHe KoHBepreHuuje GyHKLUMOHANHNX pefioBa

BajepmrpacoB craB: AKoO je 1aT QYHKIVMOHATIHU pef

Y ful0) = i)+ Hl) 4+ fy0) 4, [t ESRECR

n=1
U 3a CBaKo f,(x) mocroju f, € R, Tako ga Baxu f,(x) < f,,, Vx € E, u ako dpojun pex
[ee]

Z f,, KoHBeprupa oHza GYHKLUMOHATHY pef, pABHOMEPHO KOHBeprupa 3a x € E.

n=1



DnaBa 1. OyHKIMOHAIHYU PETOBU g

Iokas. Hexka je Z fu(x (x), a mapunjanHe cyme QYHKIMIOHATHOT Pefia O3HAYN-
[ee)

Mo ca S, ( Z fr(x),acas,(x Z fx mapuujanne cyme dpojHor pena. A gokas
k=1

Teopeme ,[[]/IpeKTHO ClIeqiy U3 YNibeHNIle fa BaXKn

SupIS(x) = (1] < Sp 1 () + falo) )

x€E x€E

_Suplfn+1 |+Sup|fn+2( )|+ o< fup1 + fup2 o =55,
x€E x€E

IIpumep 3. VicuuraTy paBHOMEPHY KOHBEPreHIIMjY M MHTepBaJl KOHBepreHIyje GpyHK-

1IVIOHA/THOT pefia
(o)
Z COS nx
n?

n=1

Younmo ma Baxkn
Vx eR,

Icos nx| < 1
n2 |7 n?
o
a Kako pef ZF KOHBEPIMpa, TO 3aK/by4yjeMo Aa 1 QYHKIVMOHAIHN pefi KOHBep-
n=1
rmpasax € R.
Tupuxneos kpurepujym: Axo je H13 napumjanuux cyma {S,(x)}, dyHkiymonan-
HOT pefia

Y fx)=S(x), fi:E->R ECR

paBHOMepHO orpanudeH Ha E, 1j. M > 0 Tako ga Vx € E u Vn € N 3ag0oBo/beHa
HejemHakocT |S,(x)| < M, a ¢pynkunonanuu Hus {b,(x)} sagoBo/paBa cneneha nBa
ycnoBa:

d(1) Vx € E Baxu b, 1(x) < b,,(x) 3a cBaKo 1, IO4€B Off HEKOT #)
d(2) b,(x) =2 0,naE

OHJIa BaXKN f1a pef Z fn(x)b,,(x) koHBeprupa paBHOMepHO Ha E.
n=1

AdenoB kpurepujym: Axo QYHKIVOHATHU pef Z fa(x) = S(x), fu : E > R,
n=1
E C R, paBHOMepHO KoHBeprupa Ha E, a pyHkuumje b, (x) 3agoBo/paBajy gBa ycnosa:

a(l) AM > 0 rako sa Vx € E u Vn € N 3aoBosbeHa HejeHakocT |b,(x)| < M

a(2) Vxq € E uus {br(x()} je MOHOTOH 1TO4€B Off HEKOT 1),



L1 Teopi

OHJIa BaXKI Jja pef Z fu(x)b,,(x) koHBeprupa paBHOMepHO Ha E.

n=1

0co6uHe paBHOMEPHO KOHBEPreHTHNX QYHKLMOHANHNX pefoBa

o0
Teopema 1. Ako pyHKUMOHANHY pef, Z fn(x) paBHOMEPHO KOHBeprypa Ha CerMeH-

n=1
1y [a,b] n ynxumja g(x) je orpanHndena Ha cermeHty [a,b], onna QpyHKIVMOHATHY

pen

paBHOMEPHO KOHBepIrupa Ha CerMeHTy [a, b].

Tlokas. Z fu(x) = S(x) 1 [a,b] u |g(x)] < M, Vx € [a, b] onma Bask

n=1

(Ve > 0)(Ang € N)(Vn € N)IS(x) = S, (x)] < ;—4

1S()2(x) = S, (x)g ()] = [0S (¥) = Sy () < M = e.

Teopema 2. ®yukunje f,,(x) cy HenpeknpHe Ha [a, b], n Z fu(x) paBHOMEpHO KOH-

n=1

Beprupa Ha cerMeHTy (4, b] onna je Z fu(x) = S(x) Takobhe HempeknpHa PpyHKIHUja

Ha cerMeHTy [a, b]. "

Iokas.
ifn(x) = 5(x), (Ye>0)(dngeN)(VneN)|S(x)-S,(x)] < %
n=1

ma Takohe 3a Heko h > 0 Baxku
IS(x + h) = S, (x + )| < %

3dor nempexuanocTu GyHkImja f,(x) MMamo f1a je u mapuujanHa cyma S, Hermpe-
KypHa QYHKIMja Kao KOHayaH 301p HempeKUaHNX QyHKIMja, IIa BaXXK

&
|Sn0(x+ h) - Sno(x)l < 3



I'maBa 1. ®yHKIMOHAIHY PENOBU

Tama Baxxn

[S(x+h)=S(x)|=[S(x+h) =S, (x+h)+ S, (x+h) =S, (x) +S,,(x) = S(x)| <

IS(x +h) =Sy, (x +h)|[+S,,, (x + 1) = Sy, (X)] +]S,,,(x) = S(x)| =
£LE 8,
3 3 3

1—x"
1-—x

ITpumep 4. ix”_l(l—x) = (1-x)+x(1-x)+x*(1=x)+---,S,(x) = (1-x)

1—x"

n—o0 0, x=1 0, x=1

thA@:{l’xemJ) ﬂﬂ:{l,xGWJ)

S(x) Huje HenpexknnHa GyHKuMja Ha cermenty [0, 1], a dynkumje f,(x) jecy, anu Hu

pen
Zx”_l (1-x)

n=1

HJije paBHOMEPHO KOHBepreHTaH jep |S(x) — S, (x)| < x" < e 3an > ng rpe je x" < ¢,

Ine
san>log, = o [ MMamo 1o = no(x).
nx

Teopema 3. Heka pern Z fn(x) = S(x) paBHOMepHO KOHBeprupa Ha CerMeHTy [a, b]
n=1
U HeKa cy f,(x) HempekuHe pyHKIMje Ha MCTOM cerMeHTy. OH/Ia BaXXn

j [Zf” ]dt:ifxfn(t)dtxx;xoe[a,b].
%o n=1“%o

n

Hoxkas. Kaxo pen Z fu(x) = S(x) paBHOMepHO KOHBperupa To 3a

n=1

IOCTOj N
a

b—

€
ng € N Tako f1a 3a cBako 1 > ng Baxn |S(x) — S, (x)| < b

a
LXS(t)dt—LxSn(t)dt =

x € €
J;O bTadt— bTalx—X()' < Ta(b—a) = E.

fx<s<t>—sn<t>>dt <

Iakne umaMo:

JWS(ﬂdtzlhn xS(ﬂdtzlhn xz:ﬁxﬂdt:

n—-00 n—00
X0 X0 k=1

=pim ) [Teae=) [



1.2 Crenenu pefoBu

Teopema 4. Heka pen Z fn(x) xouBeprupa u Hake ¢pyHkuuje f,(x) MMajy Hempe-

n=1
[ee]

KIJIHE M3BOJE, a pef Z f,/(x) paBHOMEpHO KOHBeprupa Ha cermMeHTy [a, b]. Onpa 3a

n=1
CBAaKO X € [a,b] Baxkn

[ifn(x)] = ifn,(x)
n=1 n=1

Tokas. ifn(x) =S(x), ifn'(x) = 0(x), 3a HEKO X, X( € [a, b] Baxkn
n=1

n=1

fo- {Enp-

n

ifxf,ﬂwdt S o) = Y A=Y fulro) = 50— S(xo),
n=1"~%o0 n=1 =1 -

X
npema Teopemu 2 0 (x) je HenpeknaHa QyHKIMja. f o(t)dt = S(x)—S(x() ako caga
P
nudepeHIpaMo eBY 1 JeCHY CTPaHy JodujamMo '

(fxa(t)dt) =S'(x)

1j. 0(x) = S’(x) onHOCHO

1.2 (CreneHun penoBu

1.2.1 YonwTeHo 0 cTeneHUM peoBMMA

CreneHy pefioB) Cy PYHKIMOHA/IHY PELOBY 0O/IMKa

(o]
Zanx” =g+ Ay X+ apX> 4
n=0
WK PefoBY OOTMKa
[ee]
Zan(x—xo)” = a0+ﬂ1(X—xo)+a2(x—xo)2+.-. ,
n=0

r7ie je a; € R v HasuBajy ce KoepUUMjeHTH pefa.
AdenoBa Teopema:



I'maBa 1. ®yHKUMOHATHY PENOBYU

(o]

(1) Axko crenenu pen E a,x" koHBeprupa 3a x = x1 # 0 OH/Ia ALICOMYTHO KOH-
n=0
Beprypa 3a CBaKy BPEJHOCTI TaKO Ja BaXN |x| < |xq].

(S
(2) Axko crenenn pen E a,x" muBeprupa 3a x = X, OHfja AMBEPIMpa 3a CBAKO X

n=0
Tako fia |x| > |x,|.
(o] o
Hoxkas. (1) Axo pexn > a,x" KoHBeprupa 3a x = x| OHfia > a,X} KOHBeprupa ma
n=0 n=0

lim a,x} = 0, na nocroju M > 0 Tako xa Baxu |a,x}'| < M 3a cBako 1 HO4eB Of
n—00

Hekor 1. [Tocmarpajmo pep

(o]

D lagx"

n=0
rae je |x| < |xq| n younmo

n

|ayx"| = layxf| <Mq"

X
X1

< 1. Red ZM q" je reomerpujckn u KoHBeprupa. Ilo mopendeHom

, X
rfe je q = ‘x_
1

KPUTEPUjYMY Zanx” KOHBeprupa 3a |x| < |x;|. CmuaHo ce gokasyje u 3a (2).

o0
Teopema 5. IToctoju jenyHcTBeHO R > 0 3a CBaKy CTEIEHN Pef Zanx" TaKo Jja pefy
n=0
arcomyTHO KOHBeprupa 3a |x| < R u auBeprupa 3a |x| > R.
(5]
Heduuunmja 6. VIHTepBam KOHBepreHMje CTENEHOT pea Zanx” je (-R,R),a R
n=0

Ha31BaMO ITIOTYIIPEIHNK KOHBCPI‘eHIH/Ije.

Pep aniconyTHO KoHBeprupa Ha (—R, R), JOK y KpajeBuMa NHTepBajia KOHBEPreH-
IVIje MOXKe /1a KOHBEpIrupa WK Jja [UBeprupa. VICTo Bakn 1 3a CTeIIeHN pef 0d/mKa
(o)

a,(x —xg)", anu Tajja uHTEpBaN KOHBepreHuuje usrnena (xg — R, xg + R).
n=0
Axo je
an+1|
’

I = lim |
n—oo  qa,



1.2 Crenenu pefoBu

1
rie je 0 < [ < oo, oHfa je R = T AKo ImocMaTpaMo pefi allCOTyTHUX BPETHOCTU

[ee]
E |la,x"|, npema JJanamSepoBOM KpuUTepujyMy KOHBepreHIjyje MMaMo
n=0

) a xn+l . a
lim |L| = |x| lim 19,41
n—00

n—00 anx”

=|x|I, Ix|<1

|a,]

1
pen koHBeprupa. Taga nmamo fa je|x| < 7= R, Te 3ax/pydyjemo ma je kao mocneguna

ITanamdepoBor KpuTepujyMa KOHBEpreHIyje

R = lim | n

’
n—00 1]

C/IMYHO MOJKEMO [a 3aK/bY49VMIMO /1a 13 KOI_III/IjeBOI‘ KpI/ITepI/IjYMa KOHBepI‘eHHI/Ije Cie-

o R = lim +f|a,,].
n—00

ITpumep 5. OppennTty 0071aCT KOHBEpreHIMje CTENeHOT pefia

n2"
n=1
1
non 2 1
R= lim |—12" | jim 205D
n—oco 1 n—o00 n
(n+1)2n+l

IlakJte, CTeTeHN pef aliCoOMyTHO KOHBeprupa 3a [x+ 2| < 2, ok 3a [x+ 2| > 2 cTenenn

pen muBeprupa.
Axo je x + 2 = 2 Taga pyHKUMOHAIHY pefi TocTaje OpojeBHM pef,

e
)

n=1
KOj! He KOHBeprupa ancoIyTHO, a/Iy KOHBEpryupa yClIoBHO 1o JIajOHuII0BOM KpuTe-
PUjyMy KOHBepreHuuje, oK aKko je x + 2 = —2, pep; ce Tpanchopmuiie y dpojeBHM
(o)
-1
pexn Z — Kkoju guBeprupa. Odnact KoHBepreHuuje oBor pena je (—4,0].
n
n=1

ITpumep 6. Oppenuty 061aCcT KOHBEPreHIMje CTENEHOT pesia

Ia 0d/1aCT KOHBepreHIje OBOT CTENEeHOT pefia (—oo, +00).



I'maBa 1. ®yHKUMOHATHY PENOBYU

ITpumep 7. Oppenuti 067acT KOHBEPreHIyje CTENEHOT pesia

(o)
E n!x".

. n! . 1
R=1lim —— = lim =0,
n—oo (n+1)! n-con+1

Ia 3aK/bydyjeMo fla pefi KoHBeprura camo 3a x = 0.

1.2.2 OcobuHe cTeneHnx pefoBa

(o)
Teopema 6. Crenenu pern E a, X" arcoMyTHO 1 pABHOMEPHO KOHBEPIPA HA CBAKOM

n=0
cermeHTy [—a,a] C (-R,R),a > 0.

Tokas. 3a Heko 4,0 < a < R, kako 3a cBako |x| < a, Baxu |a,x"| < |a,a"| n kako
(o)

o BajepmrpacoBoM KpUTeEpUjyMy per Zlana"| KOHBEPIUPA TO 3aK/by4yjeMoO Jia
n=0
HOYEeTHY Pej KOHBEPTIpa aliCOTyTHO M PABHOMEPHO Ha [—a, a].

o
Teopema 7. Cyma S(x) = Zanx” je HempeKyHa Ha MHTepBaly KOHBepreHIje

n=0
(-R,R).

Hokas. Hexa je x € (—R, R), Tajja CUTYpHO IOCTOj1 HeKO a < R, Tako Aa x € [—a, al.
[S¢]

a,x" cy HenpeknpHe QYHKIMje, @ pent Zanx” paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha [—a, aj,
n=0

naje S(x) = Zanx” HenpekuHa GyHKIMja.
n=0

I/IHTerparbeH:e (TeneHux penosa
[o¢]
Teopema 8. Crenenu pep, Zanx” MO>K€ MHTETPA/INTH WIAH 110 YWIAH Ha MHTEPBAY

n=0
KoHBepreHuyje (—R, R) 1 onynpevyHNK KOHBepreHIyje TaKo JodujeHOT pefa je MCTI

Kao ITONTYIPeYHNK KOHBEPreHIMje IOYeTHOT pefia.

x [ o =)
a

t"|dt = "_x"1 x e (=R, R).

[N

n=0




