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Predgovor

Udzbenik Fundamenti matematicke analize II, koji je pred vama, predstavlja
nastavak udzbenika Fundamenti matematicke analize I istih autora. On pokriva
gradivo iz matematicke analize, predvideno za rad u drugom semestru studija (di-
ferencijabilnost i integrabilnost u E™, nesvojstveni i integrali s parametrima). Na-
menjen je studentima matematike i informatike Drzavnog univerziteta u Novom
Pazaru, ali i predava¢ima i studentima drugih fakulteta koji izu¢avaju matematiku
koja u svom programu sadrzi gradivo ove knjige.

Pristup gradivu je u¢injen na savremen nadin, §to ga narocito karakterise. Ak-
cenat je istovremeno i na kratko¢u i na dubinu proucavanja. Da bi se to postiglo
nacin izlaganja i dokazi nekih delova su originalni i jedinstveni u literaturi. Direktno
je obradivana analiza u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru, a analiza funkcija
jedne realne promenljive je uradena kao primer opstije teorije. Time se dobija na
vremenu i izbegava nepotrebno ponavljanje. Detaljno uradeni primeri pokazuju i
bogatu mogucénost primena izvedene teorije u drugim oblastima. Posebno je de-
taljno i originalno uraden problem optimizacije sa diferencijabilnim ograni¢enjima.
Knjiga sadrzi i izvestan broj odabranih zadataka za vezbanje ¢ija tezina varira od
elementarnih do teskih.

Zahvaljujemo se recenzentima: redovnom c¢lanu SANU prof. dr Stevanu Pilipo-
vicu, prof. dr Milo$u Arsenoviéu, prof. dr Stojanu Radenoviéu, prof. dr Bosku
Damjanovi¢u i doc. dr Miljanu Knezevi¢u na sugestijama i ispravkama koje su uci-
nile ovu knjigu boljom. Takode se zahvaljujemo nasim saradnicima dr Emiru Zogi¢u
i mast. mat. Enesu Kacaporu koji su dali veliki doprinos u tehnickoj, i inace,
finalizaciji knjige.

U Beogradu i Novom Pazaru, maj 2019. Autori






Deo 1

Diferencijabilnost

Diferencijalni ra¢un koji ¢emo izloziti standardni je deo tzv. kalkulusa koji se
predaje na pocetnim godinama gotovo svih studija koje se baziraju na matematici.
Njegovi zacetnici su Isak Njutn® i Gotfrid Lajbnic?. Teorija je stara oko 300 godina
i ima ogromnu vaznost za napredak ljudske civilizacije, kao i brojne primene.

1Sir Isaac Newton, 1643-1727, engleski matematicar.
2Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716, nemacki matematicar.






Glava 1

Izvod funkcija. Specijalni sluc¢ajevi.
Izvod u pravcu. Parcijalni izvodi.
Gradijent

1.1 Izvod funkcija

Razmatrac¢emo funkcije iz R™ u R™, tj. funkcije od n realnih promenljivih sa
vrednostima u R™. Svaka takva funkcija je uredena m-torka realnih funkcija od n
promenljivih, tj. funkcija oblika

f(xla P xn) = (fl(mla L2y .- - 733”)7 fQ(xla PR xn)a R fm(xlv'r% ce 7mn))
Za funkcije f1, fo, ..., fm kaZemo da su komponente funkcije f.

Radi upro3é¢enja zapisa, u daljem izlaganju ¢emo tacke iz R* poistovedivati sa
matricom kolonom njihovih koordinata u standardnoj bazi prostora RF.

Neka je X CR", a €intX i f: X — R™. Za h € R"” dovoljno malo po normi je
a+h e X. lzraz
fla+h)— f(a)

predstavlja promenu funkcije kad se argument promeni od a do a + h.

Definicija 1.1.1. Ako je
fla+h) = f(a) = La(h) + ra(h),

ra(h)
. | Lol
kad h — 0, kazemo da je f diferencijabilna u tacki a, a za funkciju L, da je njen
izvod u tacki a, u oznaci f'(a) ili Df,.

-0

pri ¢emu je L,(h) : R™ — R™ linearna funkcija, a r, : R® — R™ takva da

t
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Linearnom preslikavanju L, : R* — R™ u paru standardnih baza prostora R",
odnosno R™, odgovara realna matrica A, formata m x n takva da je

Lo(h) = A, - h.

Matrica A, naziva se Jakobijeva® matrica izvoda u tacki a (i poistovecuje ¢esto sa

f'(a))-

Definicija 1.1.2. Funkcija df,(h) = Ayh je mera promene funkcije f u tacki a sa
promenom argumenta (dakle zavisi i od a i od promene argumenta h) i naziva se
diferencijal funkcije f u tacki a.

Otuda i poti¢e naziv diferenciranje. Definicija izvoda je korektna jer vazi sledeca
teorema.

Teorema 1.1.1. Ako je f diferencijabilna u tacki a, onda je njen izvod jedinstven.

Dokaz. Neka su A i B Jakobijeve matrice izvoda u tacki a. Tada je Ah +ri(h) =
Bh +ry(h), h € R™, ri(h)/||h]| = 0, 2(R)/||R|| = 0 kad h — 0. Zato je

(A= B)h = rafh) — ra(h) = o({Ih]).
Za h =te, |le|]| = 1, t = 40, dobijamo da je

H (A— B)te
Itel]

— (A= B)e| <

za svako € > 0, ¢im je t dovoljno malo. Zato je (A— B)e = 0 za svako e, ||e|| = 1, pa
i kad se za e biraju elementi standardne baze od R". Zato je svaka kolona matrice
A — B jednaka nuli, pa je A = B. O

Saglasno definiciji izvoda afino-linearna funkcija g(z) = f(a)+ Ay(z — a) u maloj
okolini tacke a dobro aproksimira funkciju f diferencijabilnu u tacki a. Njen grafik

G = {(z,9)|z €R", y = f(a) + Az — )}

naziva se tangentna mnogostrukost grafika funkcije f u tacki (a, f(a)).

Iz definicije izvoda neposredno sledi teorema:

Teorema 1.1.2. Ako funkcija ima izvod u tacki a, onda je u njoj neprekidna.

U opStem slucaju, obrnuto ne vazi.

3Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851, nemacki matematicar.
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1.2 Specijalni slucajevi

Primer 1.2.1. U slucaju da je X C R, funkcija f : X — R je diferencijabilna u
tacki a € intX ako i samo ako postoji realan broj f'(a) takav da je f(a+h)— f(a) =
f'(a)h +o(h), h — 0, ili ekvivalentno tome

B) —
oy L0 =10 _

h—0

Broj f'(a) predstavlja brzinu promene funkcije.

Za identitetu i(x) = z ocigledno da je izvod jednak i'(z) = 1, pa je diferencijal
di(z) = dx = 1- h = h, odakle dobijamo da je izvod zapravo koli¢nik diferencijala
funkcije f i diferencijala identitete:

df

f(x) = e

$to predstavlja Lajbnicov zapis izvoda.
Koristeci teoriju izvedenu u prvoj knjizi, jednostavno je dokazati diferencijabil-
nost elementarnih realnih funkcija u unutrasnjim tackama njihovih domena. Tako

dobijamo tablicu izvoda.

Tablica izvoda nekih elementarnih funkcija

f@) | ¢ |z",neN|e” |Inz |sinz | cosx arcsinx | arctgx | tgax

1 1 1 1
()| 0] na™t |e®| — |cosz | —sinz
V1i—22 | 1+22 | cos?x

S

Primer 1.2.2. Funkcija f(z) = |z|, € R, diferencijabilna je svuda, osim u tacki
a=0.

Preciznije, u tacki a = 0 postoje desni izvod

fla+h) - fla)

fila) = hlgﬁo h =1
i levi izvod "
f~(a) = lim flath) = fla) =1,
h——0 h

ali oni nisu jednaki. U svim ostalim tac¢kama ova funkcija ima izvod, koji je jednak
1 u pozitivnim, odnosno —1 u negativnim tackama.
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Predstava o fizickom prostoru u kojem Zivimo menja se kada se uoce primeri
neprekidnih funkcija na R koje ni u jednoj tacki nemaju izvod. Takva je, na primer,
funkcija

n

=L sin(4"x
= Z ;

n=1

Dokaz prethodne tvrdnje nije jednostavan i moze se na¢i u specijalizovanim knji-
gama.

Primer 1.2.3. Ako je X = [a,b], f: X — R™, f(z) = (fl(:zz),fg(x)7...,fm(:c)),
onda je funkcijom f predstavljeno kretanje u prostoru R™. Izvod

fl(@) = (fi@), fo(@),..., fru(2)),
ako postoji, predstavlja brzinu u trenutku x.
Jakobijeva matrica izvoda linearne funkcije L(x) = Az u bilo kojoj tacki a je A,

jer je
L(a+ h) — L(a) = L(h) = Ah.

U cilju izra¢unavanja izvoda, naves¢emo slede¢u vaznu teoremu.

Teorema 1.2.1. Neka su date funkcije f,g : X — R, X C R". Ako z € intX i
postoje f'(z) i ¢'(x), onda vazi:

(a) (f+9) =1+
O f-9)=f-9+f-g;

© (J;) LT ) 0

Dokaz. Neka su A i B odgovarajuc¢e Jakobijeve matrice. Tvrdenja slede iz:
fl@+h)+g(x+h) = f(z)+g(x) + (A+ B)h+o(||h]]);

fx+h)-g(z+h)=(f(x)+ Ah+o(|[h])) (g(x) + Bh+ o(||h]))) =
= f(z)g(x) + (Ag(z) + Bf(z))h + o(||h]));

- _ —g(x+h) _ —Bh +< B B >
glz+h)  glx) gla)g(z +h) ¢*(z)  \g*@) g@)g(z+h)

(f.l) _p iy g e S -
g g g g

h+o(|[R])),
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Primer 1.2.4. Naéi (z* + arcsinz)'.

Imamo
1
V1—a2

(z* + arcsinx)’ = (2*) + (arcsinz)’ = 42® +

Primer 1.2.5. Nadi (tgz)'.

Imamo

(tg 1) = (sin.r)l _ sin'(z) cosz — cos'(x) sina  cos?(x) + sin’(x) 1

cos cos?(x) B cos?(x) - ~ cos?(z)’

1 li
Primer 1.2.6. Nadi ( n:z:) .
sin x

Imamo

1.
/ . . _ _ .
Inx (Inz)'sinz — Inz(sinz) 5 5™M7T Inzcosz  giny — zinzcosa
sinx sin? x sin? x rsin®z

Teorema 1.2.2 (izvod kompozicije). Neka je  unutradnja tacka domena X C R™
funkcije f: X — R™, a y = f(z) unutra$nja tacka domena funkcije g : f[X] — R
Ako postoje A = f;, B = g,, onda je izvod kompozicije g o f u tacki x jednak

(gof)y=B-A
Dokaz. Tmamo
g(f(x+h) —g(f(x)) = gly+ Ah+r(h)) — g(y) = B- (Ah+r(h)) + s(Ah+r(h)) =
= BAh + Br(h) + s(Ah + r(h)).
Teorema ¢e biti dokazana ako dokazemo da

Br(h) 4+ s(Ah +r(h)) 0 kad h—s o

17l
Koristicemo pojam norme realne matrice A,,x, = (a;5),1=1,...,m, j=1,...,n,
1Al =" ai).
]

Prepustamo ¢itaocu da dokaze da je ovo zaista norma i da za proizvod matrica vazi
nejednakost ||AB|| < ||A]| - HB|| Primenom ove nejednakosti nalazimo

o< [

<8

IIhH H HhHH
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Kako |(hh”) — 0 kad h — 0, sledi da B“(ﬁ)

imamo da k = Ah +r(h) - 0 kad h — 0. Iz

— 0. Kako je f neprekidna u tacki x,

s(Ah+r(h)) H s(k) [Ik|| H H ( r(h)
AT+ |\l )
172 Bl 17|
k
zbog |(k||) — 0 kad h — 0 (3to dokazujemo smenom promenljive), vidi se da i
s(k)
— = 0.
172
Time je teorema dokazana. O

Primer 1.2.7. ((sine®”) = sin’(e*") - (e*) = cos(e®”) - e - (22)' = cos(e*”) - e - 2.

Primer 1.2.8. Ako je

sin3z sinbxr sinT7x

f(z) =sinz + 3t T

dokazati da je f’ (g) =_.

Resenge. 1z f'(x) = cosx + cos 3z + cos bz + cos Tz iz = g imamo da je

f’(z>—cosi—i—cosz—i—cosf)—ﬁ—i—cos?j 1+QCOSECOS21+COS71_
9/ 9 3 9 9 2 3779 9
1+ 27T+ 1
= —-+cosS— +cCcos— = —.
2 9 9 2

Primer 1.2.9. Neka je f(x) diferencijabilna funkcija na X C R™ sa vrednostima
u R™. Tada je F(z) = || f(2)|? kao kompozicija funkcija x — f(x), z € X, i
y+— g(y) = ||lyll*, vy € R™, diferencijabilna na X i

1.3 1Izvod u pravcu. Parcijalni izvodi. Gradijent

Neka je funkcija f: X - R™, X CR", a € X i h € R" fiksirana tacka razlic¢ita
od nule.
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Definicija 1.3.1. Izvod realne funkcije ¢ — f(a + th) u nuli (ako postoji) naziva
se izvod u pravcu h. U slucaju da se ograni¢imo samo na t — +0 dobijamo zvod u
smeru h.

Ako je f diferencijabilna u a, tada je f(a +th) = f(a) + tAh + o(t), t — 0, ili
St th) ~ (@)

t—0 t

= foh,

pa izvod u pravcu h postoji i jednak je Ah.
Definicija 1.3.2. Ako su f1, fa,. .., fin komponente funkcije f, izvod funkcije
xj = filar,....zj, ... ap)

u tacki a; (ako postoji) naziva se parcijalni izvod funkcije f; u tacki a, i oznacava
ofi
(a).

Sa
al'j

On je zapravo izvod u pravcu jedini¢nog vektora e;. 1z tog razloga je Jakobijeva
matrica A, zapravo matrica

ofi _ '
A, = <8mj(“))’ i=1,2,...,m, j=1,2,...,n

U skladu s tim, pravilo kompozicije diferencijabilnih preslikavanja dobija oblik:

ako je
_ 8(f17f2;" . 7fm)

01,2, ..., Tn)

Jakobijeva matrica funkcije f(z) = (f1, fa,..., fm) : X = R™ X C R, diferencija-
bilne u tacki z, a

A

_ (91,92, 1)
O(Y1,Y2, - - - s Ym)
Jakobijeva matrica funkcije g : f[X] — R! diferencijabilne u tacki y = f(x), onda je
Jakobijeva matrica kompozicije h = g o f u tacki x jednaka

B-A= a(h17h27"'7hl) _ 8(917927"'791) .a(fl)f%"'vfm)

Oz, 22, .., xn) O, Y2, Ym) O(x1, %oy ..., Ty)

)

ili

o, (90 0h _De 0h . 0o 0f
dr;) i=12....0  \Oy 0x; Oy, 0O, Oy Oz;
i=1,2

-] b 7"'7n

Ovo se ponekad naziva lancasto pravilo.





