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Predgovor

»Robotika — zbirka reSenih zadataka* je nastavna literatura koja
obraduje osnovne teme iz oblasti robotike kroz prikaz reSenih zadataka. Po
svojoj strukturi i sadrzaju, zbirka prati osnovni univerzitetski kurs u oblasti
robotike. Konkretno, na Univerzitetu u Beogradu - Elektrotehnickom
fakultetu, zbirka je namenjena predmetu Robotika i automatizacija Ciju
sadrzinu prati. Opste, zbirka se moze koristiti 1 kao pomoc¢na literatura za
studente drugih srodnih fakulteta tehnickog usmerenja i visokih tehnickih
Skola. Takode, zbirka se moze koristiti od strane inZenjera u poc¢etnim fazama
karijere u cilju uvida u osnovne principe rada robota i reSenje tipi¢nih
problema i1 zadataka koji se javljaju u industrijskoj robotici.

Sadrzaj Zbirke je podeljen u slede¢ih devet poglavlja: Osnovni
pojmovi, konfiguracije 1 primene, Direktna kinematika — homogene
transformacije, Direktna kinematika — DH notacija 1 kinematika industrijskih
robota, Inverzna kinematika, Diferencijalna kinematika — Jakobijan,
Dinamika, Planiranje trajektorije, Pogonski 1 senzorski sistemi robota,
Upravljanje. Sadrzaj zbirke prati tipi¢ne tematske celine koje se javljaju u
udzbenicima za predmete robotike na relevantnim svetskim univerzitetima.

U Beogradu, mart 2021. godine
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Osnovni pojmovi,
konfiguracije i primene

Savladavanjem problematike prikazane u ovom
poglavlju, ¢italac ¢e biti osposobljen da razume i koristi
osnovne pojmove u robotici. Takode, zadaci iz ovog
poglavlja ukazuju na znacaj predstavljanja polozaja
robota pomoc¢u unutrasnjih (generalisanih) i spoljasnjih
(funkcionalnih) koordinata, pojmove kinematickih
singulariteta, redundanse kod robota, osnovne
koordinatne sisteme koji se definiSu da olaksaju
programiranje i upravljanje robotima, kao i na pojmove
ponovljivosti, tac¢nosti i rezolucije u svetlu robotskih
sistema. Poglavlje daje i uvid u osnovne konfiguracije
industrijskih robota, njihove tipi¢ne karakteristike i
primene.



Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 1 \

Objasniti pojam stepena slobode izmedu dva kruta tela — kinemati¢kog para.
Koliko stepeni slobode najcesc¢e imaju zglobovi robota i zasto?

Resenje:
Kinematicki par — podrazumeva dva medusobno povezana pokretna tela.

Broj stepeni slobode — broj mogucih nezavisnih kretanja dva tela (broj parametara
da se jednoznacno definiSe medusobni polozaj dva tela).

Zglobovi robota naj¢es¢e imaju samo jedan stepen slobode u skladu sa danas
najcesce koriS¢enim aktuatorima robota, koji realizuju kretanje samo po jednoj osi
— obrtno/rotaciono (elektricni motori) ili translatorno kretanje (hidraulicki i
pneumatski aktuatori).

A
[

S

Slika 1 — Primer rotacionog (levo) i translatornog (desno) zgloba.

Zadatak 2 \

Objasniti pojam unutrasnjih (generalisanih) koordinata/stepeni slobode i
spoljasnjih (funkcionalnih) koordinata/stepeni slobode robota. Objasniti pojam
direktne i inverzne kinematike robota. Koliko zglobova najcesce imaju
industrijski roboti i zasto?

Resenje:

Unutrasnje (generalisane) koordinate q = (q4,q>, ---,qn) odreduju medusobni
polozaj susednih segmenata robota, odnosno pozicije zglobova, i govore o
unutrasnjoj konfiguraciji robota. Spoljasnje (funkcionalne) koordinate predstavljaju
poziciju zavr$nog uredaja robota u odnosu na spoljasnji nepokretni koordinatni
sistem. U opStem slucaju polozaj zavr$nog uredaja se definiSe sa Sest parametara,
odnosno koordinata od kojih prve tri opisuju poziciju, a druge tri orijentaciju

X=(0y206,¢1).

Ukoliko je poznato kretanje unutrasnjih koordinata q(t), izraCunavanje kretanja
zavr$nog uredaja u spoljasnjim koordinatama X (t) naziva se reSavanjem problema
direktne kinematike.
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Kosta Jovanovié, Nikola Knezevié
Ukoliko je poznato kretanje zavrSnog uredaja u spoljasnjim koordinatama X(t),
izraCunavanje odgovarajuéeg kretanja unutrasnjih koordinata q(t) naziva se
reSavanjem problema inverzne kinematike. Problem inverzne kinematike je
komplikovaniji za reSavanje od problema direktne kinematike jer zahteva reSavanje
nelinearnih trigonometrijskih jednacina i ¢esto nije jednoznacno resiv.

Industrijski roboti najcesce imaju Sest stepeni slobode (zglobova). Razlog za to je
Sto se pozicija tela u prostoru opisuje sa Sest parametara (spoljasnje koordinate). Na
ovaj nacin moguce je podesiti poziciju i orijentaciju zavr$nog uredaja na proizvoljan
nacin.

-50.19

04m
-30.48 DIREKTNA KINEMATIKA i
80.18 o3m
q-= -81.2 x=| %
-51.19 )
13.76 INVERZNA KINEMATIKA ’ -90
[}
4322 0

Slika 2 — Primer preslikavanja izmedu unutrasnjih (generalisanih) i spoljasnjih (funkcionalnih)
koordinata.

Zadatak 3 \

Objasniti pojam kinematickog singulariteta robota. Objasniti na koje nacine se
mogu izbe¢i kinematicki singulariteti.

ReSenje:

Singularne pozicije (kinematicki singulariteti) robota su oni polozaji u kojima robot
gubi mogucénost kontrole jednog od funkcionalnih stepeni slobode. Najveca
verovatno¢a dostizanja signulariteta se ostvaruje u polozajima kada se zavr$ni
uredaj nalazi na obodima radnog prostora robota.



Robotika — zbirka reSenih zadataka
Kinematicki singulariteti se mogu izbeci pazljivim planiranjem kretanja (trajektorija
zglobova) 1 upotrebom redundantnih kinematic¢kih konfiguracija.

Zadatak 4 \

Objasniti pojam kinematicke redundanse robota. Objasniti potrebu za
upotrebom redundantnih robota.

ReSenje:

Za robota kazemo da je kinematicki redundantan u odnosu na neki zadatak ukoliko
robot ima viSe upravljivih stepeni slobode (unutrasnjih koordinata) nego $to mu je
potrebno za izvrSavanje tog zadatka. Drugim rec¢ima, ako je broj unutrasnjih
koordinata n, ve¢i od broja m spoljasnjih koordinata zavr$nog uredaja potrebnih za
izvrSavanje nekog zadatka, gde je m < 6, kazemo da je robot redundantan sa
stepenom redundanse n — m. Isti robot moze da bude redundantan za jedan zadatak,
a neredundantan za neki drugi zadatak.

Redundantni roboti se koriste za izvrSavanje zadataka da bi se postigla veca brzina
pokreta, da bi se izbegle pozicije mogucih singulariteta, radi lakSe manipulacije —
izbegavanja prepreka u radnom prostoru, ali i ostvarivanja potreba za reSavanjem
optimalnih kriterijuma u reSavanju inverzne kinematike (minimizacije vremena
izvr§avanja, brzine kretanja pojedinih zglobova, utroska energije, itd).

Zadatak 5 \

Na Slici 3 je prikazan industrijski robot i objekat koji se nalazi na radnom stolu,
a koji je predmet manipulacije od strane robota. Ucrtati tipi¢ne koordinatne
sisteme koji se koriste za definisanje kretanja robota i relativno kretanje robota
u odnosu na spoljasnju sredinu.

Slika 3 — Radno okruzenja robota.
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Resenje:
Spoljasnji koordinatni sistem (engl. world coordinates) — nepokretni koordinatni
sistem koji uglavnom predstavlja poziciju robotske celije. Ovaj koordinatni sistem
je na vrhu hijerarhije i ostali koordinatni sistemi se definiSu u odnosu na ovaj
koordinatni sistem.

Koordinatni sistem osnove robota (engl. base coordinates) — koordinatni sistem koji
predstavlja poziciju baze robota i jedinstven je za svakog robota u robotskoj ¢eliji.
Koordinatni sistem osnove robota je nepokretan i ne menja se tokom upotrebe
robota prilikom izvrSavanju zadataka.

Koordinatni sistem zavr$nog uredaja robota — TCP (engl. Tool Center Point) —
koordinatni sistem koji definiSe centar zavr$nog uredaja. Moguce je definisati vise
TCP koordinatnih sistema za istog robota. Svaki robot poseduje bar jedan TCP koji
definiSe poziciju i orijentaciju prirubnice robota. Polozaj koordinatnog sistema
zavr$nog uredaja se defini$e u odnosu na ovaj koordinatni sistem.

Korisni¢ki koordinatni sistem (engl. user coordinate system) — koordinatni sistem
koji se moze definisati po potrebi korisnika na nekoj strateskoj lokaciji unutar
robotske ¢elije kako bi se pozicije u prostoru zadavale u odnosu na tu karakteristicnu
poziciju i time olakSalo programiranje robota.

Radni koordinatni sistem (engl. object coordinate system) — koordinatni sistem koji
uglavnom predstavlja objekat kojim se manipuliSe ili definiSe poziciju radnog
stola/palete/masine odakle robot preuzima objekte kojima manipulise.

y  TCP koordinatni
sistem

Radni
2 koordinatni
sistem

z
Spo|ja§njl .
koordinatn!
sistem

Korisnigi
. nicki  x
koordmatni Sistem

Slika 4 — Radno okruZenje robota sa ucrtanim koordinatnim sistemima.



Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 6 \
Objasniti pojmove ponovljivosti, tacnosti i rezolucije industrijskih robota.

Resenje:

Ponovljivost (engl. Reapetability) — sposobnost robota da se vrati u ranije
zapamcenu tacku radnog prostora predstavljenu izmerenim odnosno snimljenim
unutrasnjim koordinatama koje odgovaraju toj tacki u prostoru. Mera ponovljivosti
je odstupanje zavrSnog uredaja od ranije postignute i zapamcene pozicije
(maksimalna sfera koja obuhvata sva odstupanja od ranije tacke).

Tacnost (engl. Accuracy) — odstupanje od komandovanog polozaja u spoljasnjim
koordinatama (polozaja u kome prethodno nisu snimljene unutra$nje koordinate
robota). Za razliku od ponovljivosti, tacnost se moze popraviti kalibracijom.

Rezolucija (engl. Resolution) — najmanje pomeranje robota koje se moze zadati.

Zadatak 7 \

Nacrtati funkcionalnu Semu robota Dekartove konfiguracije. Skicirati radni
prostor ove minimalne konfiguracije. Navesti osnovne prednosti, nedostatke i
tipicne primere primene ove konfiguracije robota.

Resenje:

Slika 5 — Robot Dekartove konfiguracije (levo) i njegova minimalna funkcionalna Sema (desno)
(preuzeto sa: http://www.pae.com.my/JC-3-Series).

Robot Dekartove konfiguracije (koriste se jos nazivi kartezijanski — engl. Cartesian,
1 portabilni — Gantry) realizovan je pomocu tri translatorna zgloba, pri ¢emu su ose
translacije medusobno normalne. U pogledu geometrije ova konfiguracija ima
najjednostavniju spregu izmedu unutrasnjih i spoljasnjih koordinata. Svaka
unutrasnja koordinata jednozna¢no odreduje jednu od tri spoljasnje koordinate koje
definiSu poziciju zavrSnog uredaja, pa je i reSavanje inverznog kinematickog
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problema jednostavno, a kretanje zglobova intuitivho. Ovakva struktura pruza

veoma dobru mehanicku krutost i moze da opsluzuje veliki radni prostor. Osnovni
nedostatak ovog manipulatora je otezan pristup objektu koji je predmet
manipulacije, odnosno nedostatak fleksibilnosti u smislu prenamene robota
(promene zadatak ili lokacije u prostoru).

Najcesca upotreba ove konfiguracije je za manipulaciju teskih predmeta i predmeta
velikih dimenzija, zbog Cega se Cesto koristi u magacinima i skladiStima. Zbog
velike krutosti i velikog radnog prostora, koriste se i kao merne masine.

Zadatak 8 \

Nacrtati minimalnu konfiguraciju SCARA robota. Skicirati radni prostor ove
minimalne konfiguracije. Navesti osnovne prednosti, nedostatke i tipicne
primere primene ove konfiguracije robota.

Resenje:

ABB

Slika 6 — SCARA robot (levo) i njegova minimalna funkcionalna Sema (desno) (preuzeto sa:
https://new.abb.com/products/robotics/industrial-robots/irb-910sc).

Robot SCARA konfiguracije sastoji se od dva rotaciona zgloba i jednog
translatornog, kod koje su sve ose rotacije i translacije paralelne. Skracenica
SCARA poti¢e od engl. Selective Compliance Assembly Robot Arm. Ovakva
konfiguracija poseduje veliku krutost pri vertikalnom optere¢enju dok moze biti
popustljiva pri horizontalnim opterecenjima, $to je ¢ini pogodnom za zadatke
vertikalnog sklapanja i pakovanja. Prva dva rotaciona zgloba pozicioniraju zavr$ni
uredaj u Xy—ravni dok je istovremeno translatorni zglob zaduZen za pozicioniranje
zavrsnog uredaja po z-osi, pa se odlikuju i velikom brzinom rada. Nedostatak
SCARA konfiguracije je ograni¢ena nosivost i ograni¢eno kretanje (radni prostor)
duz z—ose. SCARA robote odlikuje i nedostatak fleksibilnosti u smislu prenamene
robota za druge zadatke. NajceSc¢a upotreba ove konfiguracije je u ve¢ navedenim
zadacima montaZze, kao i lake i brze manipulacije objektima bez promene nagiba u

horizontalnoj ravni kao §to je to esto potreba u elektronskoj industriji.
7



Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 9 \

Nacrtati minimalnu konfiguraciju Cilindricnog robota. Skicirati radni prostor
ove minimalne konfiguracije. Navesti osnovne prednosti, nedostatke i tipi¢ne
primere primene ove konfiguracije robota.

Resenje:

X
u
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Slika 7 — Cilindricni robot (levo) i njegova minimalna funkcionalna sema (desno) (preuzeto sa:
https://analyticalscience.wiley.com/do/10.1002/gitlab.4177).

Robot cilindricne konfiguracije sastoji se od jednog rotacionog zgloba i dva
translatorna (translacija duz ose rotacije prvog zgloba pracena, translacijom duz ose
normalne na prethodnu translaciju). Cilindri¢ni robot se u odnosu na robota
Dekartove konfiguraciju razlikuje u prvom zglobu kinematickog lanca koji je
rotacioni, te umesto Dekartovog zglobovi ovog robota formiraju cilindri¢ni
koordinatni sistem. Prednost ove konfiguracije se ogleda u zadacima koji se opisuju
u cilindri¢nim koordinatama gde tada svaki stepen slobode odgovara spoljasnjoj
(funkcionalnoj) koordinati. Nedostatak ove konfiguracije je nemogucénost promene
nagiba u horizontalnoj ravni.

NajceS¢a upotreba ove konfiguracije je u zadacima manipulacije objektima i
opsluzivanja masSina u masinskoj industriji koji ne zahtevaju promenu nagiba
predmeta u horizontalnoj ravni.

Zadatak 10 \

Nacrtati minimalnu konfiguraciju antropomorfnog robota. Skicirati radni
prostor ove minimalne konfiguracije. Navesti osnovne prednosti, nedostatke i
tipi¢ne primere primene ove konfiguracije robota.
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Resenje:

Slika 8 — Antropomorfni robot (levo) i njegova minimalna funkcionalna Sema (desno) (preuzeto sa:
https://new.abb.com/products/robotics/industrial-robots/irb-120).

Antropomorfna konfiguracija je realizovana pomocu tri rotaciona zgloba gde su ose
rotacije drugog i tre¢eg zgloba paralelne i normalne na osu rotacije prvog zgloba.
Inspiracija za ovu konfiguraciju je kinematicka struktura ¢ovekove ruke kako bi
industrijski roboti bili sposobni za izvrSavanje Sto viSe zadataka koje ljudska ruka
realizuje. Samim tim, prva dva zgloba su jako blizu i ¢esto se nazivaju ,,ramenom”,
dok se tre¢i naziva ,,laktom”. Drugi i tre¢i segment robota tako ¢ine nadlakticu i
podlakticu. Roboti ovakve konfiguracije se odlikuju jako dobrim moguénostima
pozicioniranja i manipulacije u prostoru ¢ak i u prisustvu prepreka, odnosno
fleksibilnos¢u kretanja. Nedostatak antropomorfne konfiguracije u odnosu na ostale
minimalne konfiguracije je kompleksna veza izmedu unutras$njih i spoljasnjih
koordinata, pa samim tim i reSavanje problema inverzne kinematike, ali i izrazito
dinamicko sprezanje izmedu osa.

Zbog svoje fleksibilnosti, antropomorfna konfiguracija se dominantno koristi u
industriji sa preko 60% udela medu svim konfiguracijama. Cesta upotreba ove
konfiguracije je u svim zadacima u kojima menja Coveka: zavarivanje, farbanje,
manipulacija, itd.

Zadatak 11 \
Navesti 10 tipi¢nih primena robota u industriji.

ReSenje:

Montaza/sklapanje, Elektrolu¢no zavarivanje, Tackasto zavarivanje, Farbanje
prskanjem, Opsluzivanje masina, Paletiranje i pakovanje, Zavr$ne obrade materijala
(brusenje, poliranje, itd), Lepljenje, Pecatiranje i oznaCavanje, Kontrola kvaliteta.
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Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 12 \
Navesti 10 tipicnih parametara pomocu kojih se vrsi izbor industrijskog
robota.

Resenje:

Primena — u zavisnosti od planiranog zadatka i samim tim potrebne vrste zavr$nog
uredaja (hvataljka, piStolj za farbanje prskanjem, baklja za zavarivanje, itd). Zavrsni
uredaji mogu biti vrlo jednostavni (poput magneta), pa sve do kompleksnih (sa vise
stepeni slobode, mehanizmom koji obezbeduje mehanicku popustljivost, sa
dodatnim senzorima, ulazima i izlazima). Cesto isti robot moze koristiti vise
razlicitih zavr$nih uredaja.

Broj upravljivih osa / stepeni slobode — najées¢e od 3 do 7, zavisno od
kompleksnosti geometrije zadatka za koji je namenjen.

Oblast rada robota (radni prostor) — prostor koji robot moze da opsluzi, odnosno
u kome moze da izvrsi potrebni zadatak.

Kinemati¢ka konfiguracija — raspored i tip minimalne konfiguracije. Npr, za
potrebe brze manipulacije lakih predmeta na ograni¢enom prostoru u horizontalnoj
ravni se tipi¢no koriste roboti SCARA konfiguracije.

Maksimalno opterecenje — koje zavrsni uredaj moze da ponese, tj. sa kojim moze
da manipuliSe uz ponovljivost propisanu u tehnickim karakteristikama.

Brzina/ubrzanje — najcesc¢e od interesa je definisana maksimalna brzina kretanja
zavr$nog uredaja robota, ali moze biti od interesa i ograni¢enje po pojedinim osama
u cilju Sto brzeg izvrSavanja zadatka.

Taénost — maksimalno odstupanje od Zeljenog zadatog poloZaja u radnom prostoru.

Ponovljivost — sposobnost robota da zadatak radi na isti nacin (ukoliko robot ima
visok faktor ponovljivosti, a malu ta¢nost, to se moze nadomestiti eliminacijom
offset-a).

Kontrola kretanja — nacin na koji se moze zadavati kretanje robota. Neki roboti
mogu imati moguénost kinestetiCkog zadavanja kretanja, gde operater rukom vodi
zavr$ni uredaj robota i pamti ostvarene pozicije kreiraju¢i potrebnu sekvencu
kretanja, koju robot zatim reprodukuje u automatskom rezimu.

Vrsta pogona — elektri¢ni ili hidraulic¢ki (rede pneumatski), u zavisnosti od namene
robota i radnog okruzenja.
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Direktna kinematika -
homogene transformacije

IzvrSavanje zadatka pomocu robota podrazumeva
relativno kretanje i pozicioniranje robota, odnosno alata
robota u odnosu na objekte koji su predmet akcije robota.
U ovom poglavlju, Citalac ¢e se upoznati sa osnovnim
matemati¢kim aparatom pomoc¢u koga se mogu opisati
ovi relativni poloZzaji, kao i polozaj tela u trodimenzionom
prostoru uopste. Specificno, kroz pojam homogenih
transformacija Citaocu se pruza mogucnost da sagleda
doprinos pomeranja pojedinih zglobova robota na
poziciju i orijentaciju zavr$nog uredaja robota u prostoru.
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Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 13 \
Dva koordinatna sistema imaju isti koordinatni pocCetak. Tipi¢no kretanje zgloba
robota dovodi do rotacije ostatka kinematickog lanca robota nakon tog zgloba i
promene orijentacije koordinatnog sistema segmenta koji je zarotiran za ugao

za koji se zglob pomerio. [zvesti matricu elementarne rotacije kojom se tacke iz
zarotiranog koordinatnog sistema preslikavaju u inicijalni koordinatni sistem,
pretpostaviti da je rotacija izvrSena oko X—ose za ugao «. Napisati i matricu
elementarne rotacije oko y—ose za ugao [, kao i matricu elementarne rotacije
oko z—ose za ugao y.

Resenje:

a) Rotacija oko x-ose:

Slika 9 — Elementarna rotacija za ugao o. oko x—0Se.

Proizvoljna ta¢ka P u prostoru se moze predstaviti vektorom p u koordinatnom
sistemu Oy - XV Zg, pri cemu se taj vektor moze izraziti kao:

N - - -
Po = Poxlo + Poyjo + Pozko-
Isti vektor p se moZe izraziti u koordinatnom sistemu O;- X1V, 2;:

N - - -
P1 = Pixlt + P1yj1 + P1zk1
Bilo da je vektor p izrazen u Oy- xoYoZo ili O1-x,Y;12; koordinatnom sistemu re¢

je o istom vektoru. Na osnovu toga se moze pisati:

- - - =
Pox = Polo = P1lo,
- > - > - -

Pox = Pixliio + P1yjilo + P1zk1lo,

dok se na slican nac¢in moze pokazati da vazi:
12
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- > - - - -

Poy = Pixitjo + P1yJuo + P1zkio

- - - = - >
Poz = P1xiiko + P1yjiko + P1zk1ko.
Ovi izrazi se mogu napisati i u matri¢nom obliku:
Po = R5 py,

gde se matrica R naziva matricom rotacije, a Ry definiSe relativno ugaono
odstupanje koordinatnih sistema Og- x¢VyZzg 1 01— X1Y121.

Generalni oblik matrice rotacije se moze napisati u formi:

- - - - - >

i1lg  Jilo kil

Rl - - - - - >
0 = |ijo Jio kol

- > - > - -

1ko  Jjiko kiko

Ukoliko se posmatra rotacija oko jedne ose, matrica rotacije se naziva elementarna
matrica rotacije.

Na Slici 9 je prikazana rotacija koordinatnog sistema Og-XyygZg oko X—ose za

ugao o.

Ako se pogleda generalni oblik matrice rotacije, moze se zakljuciti da ¢e za ovaj
slucaj neki od ¢lanova matrice biti jednaki nuli, i to tacno oni gde jedini¢ni ortovi
zaklapaju ugao od 90°. Ostali ¢lanovi ¢e imati vrednosti skalarnog proizvoda dva
posmatrana orta.

li1]|ig|cos(0) 0 0
A T ST
R} = 0 lj1lljolcos(a) |k1||]0|005(7 —a)|,
- - T - o
0 Uillkolcos(z —a)  |kallkolcos(—a)
1 0 0

Rj =0 cos(a) —sin(a)|=R,,.
0 sin(a) cos(a)

Na slican nacin, kao i u prethodnom primeru, moze se izraCunati matrica
elementarne transformacije za rotaciju oko y—ose za ugao [, odnosno matrica
elementarne rotacije oko z—ose za ugao .

b) Rotacija oko y—ose:

13
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Y1
Yo
Xo
Xa
Slika 10 — Elementarna rotacija za ugao 8 oko y—0se.
liz|liolcos(=B) 0 |k1||io|005(g—ﬂ)
Ryp = 0 lj11ljolcos(0) 0 ’
- = 3 > o
LiixlIkolcosZ ~ B) 0 x| eolcos(—B) |
cos(B) 0 sin(B)
Ry,[; = 0 1 0

—sin(B) O cos(,B).

¢) Rotacija oko z—ose:

Slika 11 — Elementarna rotacija za ugao y oko z—0Se.

- - - - 3
lig|liglcos(=y) |11|Ilo|605(7—1/) 0
R..=|"07 T i
zy = |11I|JoICOS(§—V) lj11ljolcos(—=y) 0 g
0 0 lk1]lkolcos(0)

cos(y) =sin(y) O
R,, =|sin(y) cos(y) Of
0 0 1
14
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Zadatak 14 \

Odrediti matricu rotacije za relativnu razliku polozaja dva koordinatna sistema
prikazana na Slici 12, ako je ugao a = 45°.

AZ
Y1k 0
’tj_; @ Xa
ko i1
. iz a
lo
jo Yo
- a ki
° Kz,

Slika 12 — Relativna rotacija dva koordinatna sistema.
Resenje:

Iz prethodnog zadatka se moze videti da kolone matrice rotacije predstavljaju
projekcije ortova koordinatnog sistema 01— Xx;Yy;Z; na sistem Oy— XoYoZo.

- - 31T \/’i

|i1||i0|005(7—“) -

- NN - 2
b=|Jiglljolcos(@) [P =| V2 |
o cos(" 7
lig]] 0|COS(2) 0
- - T

. |]1||10|COS(E) . 0

i P T >

J1= |]1||]0|C05(§) == [0],
1

j1l1ko|cos(0)

Ik [liglcos(—a) V2
- - _> T — 2
ki = |k1||]0|005(§—0l) >k = VZ)
- - T 7
x| olcos 3) 2
ViV
1 2 2
Rb=|yvz 2|
2 2
0 1 0

15
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Zadatak 15 \

Vektor P je rotiran oko z—ose za 30°, a zatim je rotiran oko X—ose za 45’.
Izracunati matricu rotacije koja izvrSava transformacije pomenutim redosledom
ako se:

a) Rotacije izvrSavaju oko osa trenutnih koordinatnih sistema
dobijenih rotacijama,

b) Rotacije izvrSavaju oko fiksnih osa inicijalnog koordinatnog
sistema.

Resenje:
a) Rotacije se izvrSavaju oko trenutnih odnosno tekucih osa:

Po =Ry p1 = po = RZ% P

p1=Rip, >p1 = R, 7 py,
2

Kada se odredene rotacije predstave i raspiSu pomocu elementarnih matrica rotacije,
dobija se da je matrica ukupne rotacije:

V3 1 1 0 0
5 —3 0 0 V2. 2
ReRzRe=|t o3 (I 2 2}

2 2 0 E E
0 0 1 2 2

V3 V2 V2]
2 4 4

rR=|1l V6 6

2 4 4
0 V2. 2

i 2 2

b) Rotacije se izvrSavaju oko fiksnih osa tako §to se posmatra prvo rotacija

oko z—ose kao posebna rotacija:
- 1 - - -
Po = Ry p1 = po = RZ% pi.
Zatim, kako je potrebno da se izvrs$i naredna rotacija oko nepokretnog koordinatnog

sistema, prvo je potreno vratiti koordinatni sistem u prvobitno stanje (rotacijom oko
16
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Z—ose za —30°), a potom izvrSiti rotaciju oko X-ose za 45, pa konacno izvrsiti

ponovo rotaciju oko z—ose za 30°.

P11 = R nR R = p
1 _= s =z P2
27 Xz Zg

ﬁ,:R},R%;Z’z:RZ%R _xR.xRxp,

4“6
_ﬁ 1 —
1\;3_ (\)/_\/5 Lz "z

2 2|5 —>5
- _lo 5 5|12 2 ||z V& V2
R=R xR nx=| 72 211 3 =12 X Y
z %6 N 57() 4 4 2
07 g o 4 |2V V2
4 4 2

Zadatak 16 \

Odrediti matricu rotacije izmedu dva koordinatna sistema sa istim koordinatnim
pocetkom, koji su dobijeni uzastopnim rotacijama koje odgovaraju ZXZ
rotacijama sfernog zgloba redom za uglove o, 0 i .

Resenje:

Ukoliko se sferni zglob definiSe uzastopnim rotacijama oko osa ZXZ, da bi se
izracunala matrica transformacije, potrebno je izvrsiti rotaciju oko z-ose za ugao o,
zatim oko novonastale x-ose za ugao 0, i na kraju oko novonastale z-ose za ugao y.

R == RZ,d) Rx'9 RZﬂl)'

cos(¢p) —sin(¢p) 0711 0 0 cos(yp) —sin(y) 0
R = [sin(¢p) cos(¢p) 0|0 cos(8) —sin(H)] [Sin(lli) cos(y) 0|,
0 0 1110 sin(@) cos(0) 0 0 1

R=|"21 T2 T3

731 T32 733
111 = cos(¢) cos(P) — cos(0) sin(¢p) sin(y),
1z = — cos(p) sin(¥) — cos(¥) cos(0) sin(¢),
ri3 = sin(¢) sin(6),
151 = sin(¢) cos(P) + cos(8) cos(¢p) sin(y),

1 Ti2 7’13]

17
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155 = cos(¢) cos(0) cos(P) — sin(¢p) sin(y),
153 = —cos(¢) sin(6),
131 = sin(0) sin(y),
13, = sin(0) cos(¥),

133 = cos(6).

Zadatak 17 \

Prodiskutovati inverzno reSenje - odredivanje Ojlerovih uglova redosleda
rotacija ZYZ na osnovu matrice rotacije kada vazi da je sin(8) = 0.

Resenje:
Prvo je potrebno odrediti matricu rotacije za Ojlerove uglove ZYZ, na sli¢an nacin
kao u Zadatku 16:

R = RZ,¢ Ry'g RZ,I[J'

Ako se matrica R predstavi u obliku:

R=1|"21 T2 T23

"1 Ti2 T3
)
31 T32 T33

tada su vrednosti pojedina¢nih elemenata:
111 = cos(p)cos(0)cos(P) — sin(p)sin(y),
T2 = —cos(¢p)cos(8)sin(y) — sin(¢p)cos(P),
r13 = cos(¢)sin(8),
191 = sin(¢)cos(8)cos(P) + cos(¢p)sin(y),
1y, = —sin(¢)cos(8)sin(y) + cos(¢p)cos(y),
153 = sin(¢)sin(0),
r31 = —sin(0)cos(y),
T35 = sin(0)sin(y),
13, = cos(6).

Uporedivanjem matrica moze se zakljuciti kako se mogu izraunati vrednosti uglova.
~ .. I v T
Ugao ¢ se moze dobiti na sledeéi nadin: ¢ = arctg (:—3)
13

18
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2 4.2
ri3t+733

733

Ugao 6 se moze dobiti na sledeci nacin: 8 = arctg

Ukoliko se uzme pozitivan znak korena, ugao 6 je iz opsega (0, 7). Tada ugao ¢
mozemo izracunati kao:

Y= arctg( f32 )

131

Ukoliko se uzme negativan znak korena, tj. ugao 6 je iz opsega (—m, 0) dobijamo da
vazi sledece:

—r
¢ = arctg( 23),
—T13
—Jr& + T223>

0= arctg(
33

—7”32)
= arct .
Y g ( "

31

Kada je sin(8) = 0 oba resenja gube smisao. U tom sluc¢aju moguce je odrediti samo
zbir ili razliku uglova ¢ i Y. Tacnije, ako je 8 = 0 ili , uzastopne rotacije se vrse
oko osa trenutnih koordinatnih sistema koje su paralelne. Ovim se dobija
ekvivalentan uticaj uglova ¢ i 1 na rotaciju.

Odatle sledi da se zeljena zakrenutost hvataljke moze posti¢i bilo kojom
kombinacijom uglova rotacije u zglobovima 4 i 6, odnosno bio kojom kombinacijom
uglova ¢ i 1, za koje je ispunjen uslov da je njihov zbir jednak Zeljenom uglu
zakretanja hvataljke.

19
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Zadatak 18 \
Jedna od uobicajenih reprezentacija orijentacije koordinatnog sistema je
pomoc¢u uglova valjanja-propinjanja-skretanja  (engl. Roll-Pitch-Yaw).
Prodiskutovati inverzno resenje — odredivanje uglova valjanja-propinjanja-

skretanja na osnovu matrice rotacije kada vazi da je cos(8) = 0.

Resenje:

Kao i u prethodnim zadacima potrebno je prvo naéi matricu rotacije za posmatrani
skup rotacija:

R = RZ,¢ Ry‘g Rx,¢
Opet, ukoliko se matrica R predstavi u opStem obliku, moze se do¢i do inverznog

reSenja:

R =721 T2 T23

T3, T3y T3
111 = cos(¢)cos(6),

112 = cos(¢)sin(0)sin(y) — sin(¢p)cos(),
113 = cos(p)sin(0)cos(P) + sin(p)sin(y),
151 = sin(¢)cos(6),

Ty, = sin(¢) sin(0) sin(y) + cos(¢p) cos(Y),
Ty3 = sin(¢)sin(0)cos(P) — cos(p)sin(y),
13, = —sin(6),

135 = cos(0)sin(y),

133 = cos(6)cos ().

Ukoliko je ugao 6 iz opsega (— %, g) dobija se:

1 Ti2 T13]
)

T
¢ = arctg <£>,

11

Y = arctg (1‘3_2>

T33

20
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Ako se sada posmatra ugao 0 iz opsega (%,37”), dobija se:

-
¢ = arctg( 21),

—T1
-
Y= arctg( 32).
—T33
Ako vazi da je cos(6) = 0, onda je ugao = ili § = =,

Zadatak 19 \
Dokazati da je rotaciona matrica, koja odgovara rotaciji za ugao 6 oko

proizvoljne ose r data slede¢im izrazom:

1,2(1 — cos(8)) + cos(8) 1.1,(1 = cos(8)) — 1, sin(8) 71,(1 — cos(6)) + 7, sin(8)
R(8,7) = 11, (1 —cos(B)) + 1,sin(8)  17(1 —cos()) + cos(8)  71,1,(1 — cos(8)) —r, sin(8) .
r,1,(1 — cos(8)) — 1, sin(8) 7,71,(1 — cos(8)) + r, sin(8) 12(1 — cos(8)) + cos(8)

Resenje:

Xo
Slika 13 — Rotacija koordinatnog sistema oko proizvoljne ose za ugao 6.

Osu proizvoljno definisanog orta r najpre treba poklopiti sa nekom od koordinatnih
o0sa, zatim je potrebno izvr$iti rotaciju za posmatrani ugao 6, i na kraju vratiti osu r
u svoj prvobitan polozaj. Ukoliko ort r treba poklopiti sa z—osom, potrebno je prvo
izvrsiti rotaciju oko z—ose za ugao —a, zatim je potrebno izvrsiti rotaciju oko y—ose
za ugao —f3, ¢ime se proizvoljna osa rotacija poklapa sa koordinatnom z—osom.
Zatim je potrebno izvrsiti rotaciju oko z—ose za posmatrani ugao 6 i vratiti
proizvoljno definisanu osu u prvobitni polozaj.

21
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Ova matrica se dobija kombinacijom sukcesivno navedenih rotacija:

R(0,7) = Rz(a) Ry(ﬁ) Rz(e) Ry(_ﬁ) Rz(_a)-
Takode, znamo vrednost matrica elementarnih rotacija R,(a) i Ry, (B):

cos(a) —sin(a) 0 cos(B) 0 sin(B)
R,(a) = [sin(a) cos(a) 0], R,(B) = 0 1 0 ],

0 0 1 —sin(B) 0 cos(B)
cos(a) cos(B) —sin(a) cos(a)sin(B)
R, = R,(a) R,(p) = |sin(a) cos(B) cos(a) sin(a) sin(B)|.
—sin(B) 0 cos(B)

Zatim je moguce odrediti pomo¢nu matricu rotacije R,:

T210 T21, T2q3
Ry =RiR,(0) = |"2;1 T2, T255|,
T231 123, T2g

15, = cos(a) cos(B) cos(0) — sin(a) sin(6),
1,,, = —cos(a) cos(B) sin(0) — sin(a) cos(0),
15,, = cos(a) sin(p),

15,, = sin(a) cos(B) cos(0) + cos(a) sin(6),
15,, = — sin(a) cos(B) sin(0) + cos(a) cos(6),
13,, = sin(a) sin(B),
1y, = —sin(p) cos(0),

13,, = sin(p) sin(6),

T2,, = cos(p).

Zatim je moguce odrediti novu pomoénu matricu rotacije Rj:

R3; = R;R,(—p),

T35, 731, T34
R3 = |"3,10 "3, T3],

T35, 133, T35

r3,, = cos(a)cos*(B)cos(0) — sin(a)cos(B)sin(8) + cos(a)sin®(B),

r3,, = —cos(a)cos(B)sin(8) — sin(a)cos(6),

22
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rs,, = sin(B)(—cos(a)cos(B)cos(8) + sin(a)sin(6) + cos(a)cos(B)),
rs,, = sin(@)cos?(B)cos(8) + cos(a)cos(B)sin(6) + sin(a)sin?(B),
rs,, = —sin(a)cos(B)sin(8) + cos(a)cos(8),
rs,, = sin(B)(—sin(a)cos(B)cos(8) — cos(a)sin(8) + sin(a)cos(B)),
r3,, = —sin(B)cos(B)cos(6) + cos(B)sin(p),
rs,, = sin(B)sin(6),
ra,, = sin?(B)cos(8) + cos?(B).

Konacno, moguce je odrediti Zeljenu matricu rotacije:

11 Ti2 T3
R(6,7) = R3R,(—a) = |21 T2 T23|.
31 T32 T33

Sada je potrebno svaki element ove matrice svesti na oblik dat u postavci zadatka.

_ v _x
’rxz + 17y /rxz + 1y
sin(B) = /sz + 17, cos(B) =,

Izjednaavanjem navedenih izraza sa odgovaraju¢im izrazima u postavci zadatka,
dobija se:

sin(a) = cos(a) =

111 = cos?(a)(cos?(B) cos(8) + sin?(a) — cos(H)) + cos(0)
= cos?(a)sin?(B)(1 — cos(0)) + cos(8)
=12(1 — cos(8) + cos(6)),

11, = sin(a) cos(a) sin?(B)(1 — cos(8)) — cos(B) sin(0)
= 1,1y (1 — cos(0)) — 1, sin(6),

T3 = cos(a)sin(ﬁ)cos(ﬁ)(l — 005(9)) + sin(a)sin(B)sin(0)
= rxrz(l — cos(@)) + 1ysin(0),

151 = sin(a) cos(a) sin?(B) (1 — cos(8)) + cos(B) sin(8)
= 1,1y (1 — cos(0)) + 1, sin(6),

12 = sin®(a)sin*(B)(1 — cos(6)) + cos(8) = r,7 (1 — cos(6)) + cos(6),
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153 = sin(a) sin(B) cos(B) (1 — cos(0)) — cos(a) sin(B) sin(0)
=1,1,(1 — cos(0)) — 1 sin(H),

131 = cos(a) sin(B) cos(B) (1 — cos(0)) — sin(a) sin(B) sin(H)
= 1,1(1 — cos(8)) — 7y, sin(H),

13, = sin(a) sin(B) cos(B) (1 — cos(0)) + cos(a) sin(B) sin(H)
=1y1,(1 — cos(8)) + 1 sin(6),

133 = cos(0) + cos?(B)(1 — cos(6)) = r2(1 — cos()) + cos ().

Zadatak 20 \

Izracunati rezultujuéu matricu homogene transformacije H koja predstavlja
slede¢i skup transformacija nad koordinatnim O- xyz sistemom:

a) Rotacija oko z-ose za ugao 6;,

b) Translacija duz z-ose za d;,

¢) Translacija duz x-ose za a;,

d) Rotacija oko X-ose za ugao «;.
Odrediti poziciju i orijentaciju koordinatnih sistema nakon navedenih
transformacija?

Resenje:
cos(8;) —sin(6;) 0 O
H, = Rot,o = sinéﬁi) coséei) (i) g ’
0 0 0 1
[1 0 0 O]
H, =Tran,,, = 8 é (1) c(l)l- ,
0 0 0 11
[1 0 0 a;]
H; = Tranxrai = 8 (1) 2 8 ,
0 0 0 1]

1 0 0 0
0 cos(a;) —sin(e;) O
0 sin(a;)) cos(a;)) Of
0 0 0 1

H4_ = Rotx,ai =

Ukupna matrica transformacije se moZe izracunati na slede¢i nacin:

H = HH,H3;H, = Rot, g, Tran, 4 Tran, , Roty 4,
24
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cos(6;) —sin(6;) cos(a;) sin(8;) sin(a;) a; cos(6;)
sin(0;) cos(6;) cos(a;) —cos(8;) sin(a;) a; sin(6;)
0 sin(a;) cos(a;) d; '
0 0 0 1
Ova homogena matrica je veoma bitna u robotici zato S§to predstavlja ukupnu
transformaciju definisanu DH notacijom izmedu dva koordinatna sistema.

Pozicija i orijentacija koordinatnog sistema ¢e se promeniti prema Slici 14.

Moze se videti na osnovu matrica prikazanih iznad, da matrice homogene
transformacije imaju odredenu blokovsku strukturu:

B B

R4 dA]’

HBz[
A7l 0 0 1

gde matrica RS predstavlja matricu rotacije dimenzije 3 X 3 izmedu dva posmatrana
koordinatna sistema, a vektor d5 dimenzije 3 X 1 predstavlja rastojanje koordinatnih
pocetaka ta dva koordinatna sistema. Poslednja vrsta je uvek ista, pri ¢emu njena

prva tri ¢lana predstavljaju vektor perspektive, dok poslednji ¢lan predstavlja faktor
skaliranja.

di

Slika 14 — Transformacija koordinatnog sistema O- xyz nakon primene trazenih transformacija.
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Zadatak 21 \
Dat je vektor = [25 10 20]7. Ako je on prvo transliran duZ X-ose za 8
jedinica, zatim duz y-ose za 5 jedinica, i na kraju duz z-ose za 0 jedinica,
izraCunati novi vektor:

a) 17 ukoliko se translacije vrse oko osa trenutnih koordinatnih
sistema dobijenih transformacijama,

b) 1w ukoliko se translacije vrse oko fiksnih osa inicijalnog
koordinatnog sistema.

Resenje:
a) Translacije se vrSe oko osa trenutnih koordinatnih sistema dobijenih
transformacijama:
Hp = Hx,BHy,SHz,Or
1 0 0 8]1 0 0 O][1 0 O O 1 0 0 8
H_010001050100=0105
710 o 1 of/lo o0 1 oflo 0 1 0 0 010
0 0 0 1flo0 0 0 1f10 0 0 1 0 0 0 1
b) Translacije se vrSe oko fiksnih osa inicijalnog koordinatnog sistema, ali

zapravo ne postoji translacija duz z-ose, u ovom delu primera je ne¢emo razmatrati.
Vektor je prvo transliran duz x-ose za 8 jedinica: H' = H,g.

Kako se vektor translira oko stacionarnih osa za drugu translaciju potrebno je
ponistiti dejstvo prve translacije, translirati sistem zatim duZz y-ose pa vratiti dejstvo
prve translacije:

H" = H, gsHysH,s.

Sada se moze odrediti ukupna transformacija kao:

100 8
127 14 0 105

Hp =H'H" = HygH, sHysH,s =0 o | ol
000 1

Kako ne postoji rotacija koordinatnih sistema, dobija se ista matrica homogenih
transformacija, bilo da se one vrse oko trenutnih (teku¢ih) ili fiksnih osa.

U oba slucaja ¢e vektor imati istu vrednost nakon pomenutih transformacija, i to:
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L . [ 0 0][25] [8] [33
rm=r=0 1 o0||10|+]|5]=15]
0o o tllzol lol Il20

Zadatak 22 \
Dat je vektor brzine, predstavljen u odnosu na koordinatni sistem 04— X4Y424:

v, =[10 20 30] .

Ako znamo matricu homogene transformacije koja preslikava vrednosti iz
koordinatnog sistema Og- xgypZzp U koordinatni sistem O4—x4V,424:

0866 —-05 0 11
0.5 0866 0 -3
0 0 1 9
0 0 0 1

Hj =

Odrediti vektor brzine v u koordinatnom sistemu Og- xpVpZp.

Resenje:

5
Vektor brzine v, se moZe predstaviti u koordinatnom sistemu Og-XxgygzZg na
slededi nacin:

- B
Uy = RAUB'

odnosno matrica homogene transformacije se moZze prikazati u sledec¢em obliku:

Hf:[ Ry dg].
000 1

Na osnovu navedenog:

- - T - -
vy = REvg = RE v, = vy,

. [0.866 18.66
v3=[ 0.5 0866 0” ] [1232].

0

Ovo reSenje se moZe objasniti time Sto se vektor brzine neke tacke moze
predstaviti kao slobodan vektor, odnosno on je odreden svojim smerom i
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Robotika — zbirka reSenih zadataka

amplitudom. Operator rotacije prikazan iznad ne uti¢e na promenu amplitude, dok
ostvaruje promenu komponenti vektora tako da on bude prikazan pravilno u
Op- xgygZzp koordinatnom sistemu.

Zadatak 23 \

Na Slici 15 je prikazan relativni odnos izmedu koordinatnih sistema
04— X%4V4Z4, Og—xpYygZp | Oc—xcYcZc- Nadi vrednosti matrica homogenih
transformacija HZ, HS, HS, i HE.

30

Slika 15 — Relativni odnos izmedu tri koordinatna sistema.
Resenje:

Da bi se izracunala matrica homogena transformacije potrebno je utvrditi koje
elementarne transformacije su izvrSene nad prikazanim koordinatnim sistemima.

100 3 cos(180) —sin(180°) 0 O
0 0 0 1 0 0 1
-1 0 3
5_|0 —1 0 0
Hi=lo o 1 of
0 0 0 1
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Hg = TT'aTLZ,zROtZ,_150°ROty,90°,

cos(—150°) —sin(—=150°) 0 O][ cos(90°) 0 sin(90°) O
HE = sin(—=150°) cos(—150°) 0 O 0 1 0 0
B 0 0 1 2[[-sin(90°) 0 cos(90°) oOf
0 0 0 1 0 0 0 1

0 0.5 —-0.866 0

HE = 0 -0866 —05 0

B -1 0 0 2|

0 0 0 1

Da bi se izra¢unala matrica homogene transformacije HS, moguce je iskoristiti
prethodno izracunate matrice:

Hj§ = H{HS,

-1 0 0 3]0 05 —0.866 0
c_geyc_|0 -1 0 0[]0 -0866 —05 0
Hi=HiH5 =14 o 1 of|-1 0 0 2

0 o0 o 1ilo 0 0 1

0 -05 0866 3

gc—|0 0866 05 0

A7 -1 o0 0 2

0 0 0 1

Na kraju, poslednja matrica homogene transformacije se izracunava kao:

A_
Hi = Trany,Rot, 3p-Tran, _3Rot, g,

1 0 0 2 cos( 90°) 0 sin(—90°) O
HA = 0 cos(30°) —sin(30°) O 1 0 0
¢ 0 sin(30°) cos(30°) O —sm( 90°) 0 cos(—90°) -3f
0 0 0 1 0 0 1
0

-0.5 0.866 O 1.5
0.866 0.5 0 —2.598(
0 0 0 1

H =
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Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 24 \

Na Slici 16 je prikazana robotska celija sa sistemom vizije. Zadavanje kretanja
robota se vrSi na osnovu informacija koje robot dobije od sistema vizije.
Potrebno je da robot svoj zavrsni uredaj postavi u horizontalni polozaj kako bi
ostvario ispravno hvatanje predmeta. Date su dve matrice homogene
transformacije:

01 0 1 1 0 0 -10
10010HB=0—1020
00 -1 9["¢“ o o -1 10]
0 0 0 1 0 0 O 1
gde su C, O i B koordinatni sistemi kamere, objekta i baze robota, respektivno.
Odrediti:

a)  Poziciju centra objekat u odnosu na koordinatni sistem baze

robota,
b)  Matricu orijentacije ako robot treba da podigne objekat ,,odozgo*.

H? =

Kamera

Robot
Kamera

Baza S /\

Objekat '
| ] Baza Objekat

Slika 16 — Robotska celija sa sistemom vizije.

ReSenje:

Za pocetak, mogucée je analizirati date matrice homogene transformacije:

Xo Yo Zo

01 0 17xc
go—|1 0 0 10(¥
710 0 -1 9]z’

00 0 1
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Xp YB Zp
1 0 0 -—=10]xc
HE = 0 -1 0 20 |Yc
€710 0o -1 10|z
0 0 O 1
Na osnovu transformacionih matrica moze se zakljuciti da je koordinatni pocetak O,

od koordinatnog pocetka Oc udaljenza[1 10 9]7, dok je koordinatni podetak Op
udaljen od koordinatnog pocetka O, za [-10 20 10]7.

Ako se pretpostavi da je koordinatni sistem baze postavljen tako da mu je koordinatni

sistem u bazi robota, a ose X 1 y paralelne sa ivicama stola, onda je on orijentisan kao
na Slici 17:

4y \

B
B X

Slika 17 — Orijentacija koordinatnog sistema sa koordinatnim pocetkom Og.

Zatim, posmatranjem matrice HEZ se moze zakljuditi da su ose xp i x; isto

orijentisane, dok su ose yp 1y, kao i ose zp i1 z, suprotno orijentisane. Konacno, se
dobija da je orijentacija koordinatnog sistema C kao na Slici 18:

C Xc

>

VE

Slika 18 — Orijentacija koordinatnog sistema sa koordinatnim pocetkom O.
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Robotika — zbirka reSenih zadataka

Na kraju, posmatranjem matrice H, zakljucuje se da su ose x, i y. isto orijentisane,
kaoiose yg i x, dok su ose z, 1 z¢ suprotno orijentisane. Na osnovu ovih zapazanja
se dobija orijentacija koordinatnog sistema O kao na Slici 19:

A Z,

0
X, Yo

Slika 19 — Orijentacija koordinatnog sistema sa koordinatnim pocetkom O,,.

a) Da bi se odredila pozicija centra objekta u odnosu na bazni koordinatni
sistem, potrebno je na¢i matricu homogene transformacije H:

HY = HGHY = (HE)HY,

1 0 0 -1017'f0 1 o0 1
HO = 0 -1 0 20 1 0 0 10
BE=™10 0 -1 10 0 0 -1 9/
0 0 O 1 0 0 0 1
0 1 0 11
o_|—-1 0 0 10
Hs=1o o0 1 1|
0 0 0 1
b) Ukoliko je potrebno da robot podigne predmet ,,0dozgo”, postoje dva nacina

za izvrSenje ovog zadatka kao Sto je prikazano na Slici 20. U oba slucaja koordinatni
sistem objekta je fiksan.
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ZO Zo

<O | >Yo
A v

g

¥

Xo Ya Xo ¥

Slika 20 — Orijentacija hvataljke prilikom hvatanja predmeta.

Posmatrajuéi slike moze se zakljuciti da su rotacione matrice definisane na sledeci
nacin:

Xo Yo Zo Xo Yo Zo

1 O 01n -1 0 01n
1) R1 =10 -1 0 o, 2) R2 = 0 1 0 |]o.

0O 0 -1la 0 0 —-1fa

Zadatak 25 \

Naéi clanove matrice homogene transformacije H koji nedostaju. Nacrtati
koordinatni sistem pre i posle transformacije.

0.707 ? 0 2
| 2 0 1 4
H=1 "5 _0707 0 5

0 0 0 1

ReSenje:

Izgled matrice homogene transformacije se moze rekonstruisati tako da postigne
ocekivanu formu.

Ukoliko je izvrSena samo jedna rotacija nad posmatranim koordinatnim sistemom,
element matrice homogene transformacije h,; mora biti jednak 0. Analizom matrice
rotacije se iz matrice homogene transformacije moze zakljuciti da vazi:

hll == Sln(“/4), h23 = _Sln(n/4),

odakle moze zakljuciti da su i ostala dva elementa:

hip = cos(™/,) = 0.707,  hzy = cos(™/,) = 0.707.
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Robotika — zbirka reSenih zadataka
Izgled kompletne matrice H je:

X1 Y1 Z1
0.707 0.707 0 2]%o
H = 0 0 1 4|Yo
0.707 —-0.707 0 5|20
0 0 0 1

Slika 21 — Relativni odnos dva koordinatna sistema.

Napomena: Na ovako postavljenu matricu homogene transformacije moguce je
naci vise resenja koja zadovoljavaju uslove zadatka.

Zadatak 26 \

Na slici 22 je prikazana robotska celija za paletiranje. Odrediti matrice
homogenih transformacija izmedu:
a) koordinatnog sistema kutije u odnosu na koordinatni sistem
palete H3,
b) koordinatnog sistema kutije u odnosu na koordinatni sistem
kamere H3,
¢) koordinatnog sistema robota u odnosu na koordinatni sistem
kutije HY.
Pokazati da vazi HY = HHY.
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Slika 22 — Robotska éelija za paletiranje.

ReSenje:

a) Matrica homogene transformacije koordinatnog sistema kutije u odnosu na
koordinatni sistem palete je data sa H3.
Skup transformacija koji je potrebno primeniti se moze odrediti na osnovu Slike 22:

H3; = Trany,Tran,, sTran, ; sRot, _gg-Rot, 1500,

1 0 0 —15][0 0 -1 OJ[-1 O O O
gi-|0 10 2 (01 0 0ff0 -1 0 0
371o o1 2511 0 0o ollo o 1 of
0o 0o 11loo o 1uflo o o 1
0 0 -1 -15
1_l0 =1 o0 2
H3_—1002.5'
0o 0 0 1
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Robotika — zbirka reSenih zadataka
b)  Matrica homogene transformacije koordinatnog sistema kutije u odnosu na

koordinatni sistem kamere je data sa H.
Skup transformacija koji je potrebno primeniti se moze odrediti na osnovu slike:

1 o
H; =Tran, ,Tran, _; sRot,150°,

1 0 0 05][-1 O 0 0 05
H1:01000100\:lo100
2710 0 1 15/|l0 0 -1 0 0 0 -1 15

000 1flo o 1 0 0 0 1

c¢)  Matrica homogene transformacije koordinatnog sistema robota u odnosu na
koordinatni sistem kutije je data sa HY.

Skup transformacija koji je potrebno primeniti se moze odrediti na osnovu slike:

=Tran,_,sTran,,sRot; 150,

0 0

100

—15 1 0

0 0 O 01

Konacno, potrebno je pokazati da vazi:

(=2 ]
o o

o O
,_x

(=l =
o

o

HS = HIHY?,
-1 0 0 05][-1 0 0 15 1 0 0 -1
go—|0 1 0 o0fj0 -1 0 0 |_|0 -1 0 O
2 0 0 -1 15(|lo o0 1 -15 0 0 -1 3
0 o o 1JLlo o o 1 0o 0 0 1

Ukoliko se primene potrebne transformacije izmedu koordinatnog sistema baze
robota i kamere, dobija se:

Hg == Tranz’3TTanx’_1R0tx'1800,

1 0 0 0 1 0 0 -1
0 -1 0 o|_Jl0o -1 o0
0 0 -1 0 |0 0 -1 '
0o 0 0 1 0 0 0

Ovim je dokazano da vazi da je HY = H3HY.

S O O
S O RO
SR OO
_ W O =
_ W o
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Direktna kinematika - DH
notacija i kinematika
industrijskih robota

lako se geometrija robota moze opisati na razlicite
nacine, za ovu namenu se uobicajeno koristi konvencija
koju su uveli Denavit i Hartenberg (DH notacija). Kroz
reSavanje zadataka u ovom poglavlju, Citalac ¢e se
upoznati sa ovim pristupom definisanja geometrije
tipicnih robotskih konfiguracija koje se koriste u
industriji, ali i razumeti zasto je ova konvencija pogodna
za opisivanje kinematike robota.
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Zadatak 27 \

Ako su data dva proizvoljna desna Dekartova koordinatna sistema sa
koordinatnim pocecima 0;_4 1 O;, kao na Slici 23, takva da X—osa koordinatnog
sistema sa koordinatnim pocetkom 0;, seCe i normalna je na Z—osu koordinatnog
sistema sa koordinatnim pocCetkom O;_;. Napisati matricu homogene
transformacije izmedu ova dva koordinatna sistema sa Slike 23.

Zi,

: Oi—1
Oi

Xi-1

Slika 23 — Relativni polozaj dva koordinatna sistema kod kojih je osa x; normalna i sece osu z;_,.
ReSenje:

Da bi se koordinatni sistem sa koordinatnim pocetkom O;_; poklopio sa
koordinatnim sistemom sa koordinatnim pocetkom O;, potrebno je izvesti niz
transformacija. Radi lakSeg nalazenja pravog skupa transformacija, postavljen je
pomoc¢ni koordinatni sistem na mestu gde X—osa koordinatnog sistema O;_y, ., sece
z-osu koordinatnog sistema O;_1_x; .y, ,z_,-
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Na pocetku je potrebno da se odredi transformacija od koordinatnog sistema

Oi—1-x;_,y;_,2;_, do pomocnog koordinatnog sistema. Ovo se postiZze najpre
rotacijom za ugao 6; oko z;_;—ose, a zatim translacijom za d; duz z;_;—ose.

cos(8;) —sin(6;)) 0 O][1 0 O O
_ _|sin(6;)) cos(8;) 0 0|10 1 0 O
H, =Rot,, g.Tran, 4 = t t ,
1 zi-1,0; Zi—1,d; 0 0 1 ollo 0 1 di
0 0 0 1110 0 0 1

cos(6;) —sin(6;) 0 O

H. = sin(6;) cos(d;)) 0 O

1 — .

0 0 1 d;

0 0 0 1

Nakon toga, potrebno je odrediti matricu homogene transformacije od pomo¢nog
koordinatnog sistema do koordinatnog sistema O; _ x,y,,,- Ovo se postize najpre
translacijom za a; duz x—ose pomo¢nog koordinatnog sistema, a zatim rotacijom za
ugao «; oko tekuce Xx—ose pomocnog koordinatnog sistema.

100 g1 O 0 0
01 0 0|0 cos(a;) —sin(a;) O

H,=T R .= ,
2 = TN af0tya =10 o0 1 of|o sin (a¢;)) cos(a;)) O
0 0 0 1110 0 0 1

0 0 a;
cos(a;) -—sin(e;) O
sin(a;) cos(a;)) Of

0 0 1

S O O

Celokupna matrica homogene transformacije se dobija spajanjem prethodne dve
transformacije:

cos(8;) —sin(0;))cos(a;) sin(8;)sin(a;) a;cos(6;)
H=H.H, = sin(08;) cos(0;)cos(a;) —cos(a;)sin(a;) a;sin(6;)
172 0 sin(a;) cos(a;) d; '

0 0 0 1
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Zadatak 28 \

Oznaciti ose koordinatnih sistema za opisivanje kinematike robota sa Slike 24 u
skladu sa DH notacijom. Ukoliko je kod izbora pojedinih koordinatnih sistema
moguce izabrati viSe resenja, obrazloziti izbor.

361

Slika 24 — Minimalna konfiguracija SCARA robota
Resenje:

Procedura za pravilno pozicioniranje koordinatnih sistema prema DH notaciji
sastoji se iz nekoliko koraka. Pre svega, potrebno je identifikovati ose svih
zglobova, kao i njihov tip (rotacioni ili translatorni). Kada su ose rotacije, odnosno
translacije locirane, ose zy, z4, ..., Z,_1 treba postaviti tako da se poklapaju sa njima.
Bazni koordinatni sistem postaviti bilo gde na osi prvog zgloba z,. Nakon
postavljanja osa svih zglobova robota — z, do z,_4, postavljaju se x—ose. Osa x; se
postavlja duz zajednicke normale osa z; i1 z;_;. Ukoliko se ose z; 1 z;_; seku, osa x;
se postavlja u pravcu normale na ravan odredenu osama z; i z;_;. Ukoliko su ose z;
1 z;_q paralelne, osa x; se moze postaviti na bilo koju od beskona¢no mnogo
zajednickih normala osa z; 1 z;_;. U ovom slucaju, najcesce se bira osa x; tako da
prolazi kroz centar i + 1-og zgloba. Na taj nacin su odredene z—ose i X—ose, a samim
tim 1 koordinatni poceci O; u preseku osa z; i x;. Osu y; potrebno je postaviti u
koordinatnom pocetku O; tako da ose x;, y; i z; formiraju desni Dekartov
koordinatni sistem. Na kraju, koordinatni sistem zavrSnog uredaja se po pravilu
postavlja tako da osa z, bude paralelna sa osom z,_;, a 0sa X, normalna na osu

Zp—1-
Ukoliko se ova pravila primene na konfiguraciju prikazanoj na slici, moguce je na
dva nacina postaviti koordinatne sisteme. U prvom slu¢aju je bazni koordinatni
40
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sistem postavljen u bazi robota, dok se u drugom slucaju bazni koordinatni sistem

nalazi u centru prvog zgloba. Mogu¢nost za razliito reSenje potice od toga Sto je
bazni koordinatni sistem moguce postaviti bilo gde na z; osi.

Zo Z1

Xa X2
Z2

L’ \\
Xo

Slika 25 — SCARA minimalna konfiguracija sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH notaciji.

Zadatak 29 \
Objasniti zna¢enje DH parametara izmedu dva koordinatna sistema koji se

nalaze na susednim segmentima robotskog mehanizma sa Slike 26.

Zglob
Zglob .
Zglob i Zglob I Zig_I:;b
i-1 i+1 Zglob
A
ot = ~
N
Rotacioni zglob Translatorni zglob

Slika 26 — Primer dva segmenta robota povezanih rotacionim (levo) i translatornim (desno)
zglobom.

ReSenje:

Da bi se medusobni polozaj dva koordinatna sistema, koji pripadaju susednim
segmentima robotskog manipulatora, mogao opisati pomocu transformacije iz
Zadatka 20, potrebno je obezbediti da dati koordinatni sistemi zadovoljavaju dva
uslova: x; 1 z;_;1x; seCez;_q.
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X segment i

Slika 27 — Primer rotacionog (gore) i translatornog (dole) zgloba sa ucrtanim koordinatnim
sistemima i obelezenim DH parametrima.

Potrebno je razmatrati dva slucaja, ukoliko je i-ti zglob rotacioni ili translatorni.

a) Rotacioni zglob (slika gore).

Ose rotacije zglobova i + 1, i1i— 1 su oznaCene sa z;, Z;_1 1 Z;_», a pri tome se

mimoilaze u prostoru. Duz zajednicke normale osa z; i z;_; se postavlja x;—osa.

Rastojanje izmedu osa z;_; i z; duz zajednicke normale x; je odredeno sa a;. Osu
y; biramo tako da sa osama Xx; i z; obrazuje desni koordinatni sistem. Tada
koordinatni sistemi O;_; i O; predstavljaju dva koordinatna sistema Cciji je
medusobni polozaj moguce predstaviti pomo¢u DH notacije. Kako se moze
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zakljuciti iz reSenja Zadatka 20, polozaj izmedu dva koordinatna sistema je odreden

pomocu 4 parametra 8;,d;, a; i a;, u skladu sa DH notacijom:

e  0; je parametar koji odreduje ugao od ose x;_; do ose x; meren u ravni
normalnoj na osu z;_,

e  d; je parametar koji odreduje rastojanje od koordinatnog pocetka 0;_; do
mesta preseka ose x; 1 ose z;_q mereno duz z;_4,

e  g; je parametar koji odreduje rastojanje od ose z;_; do ose z;, mereno duz
ose X,

e  q; je parametar koji odreduje ugao izmedu ose z;_; do ose z;, meren u ravni
normalnoj na osu X;.

U slucaju rotacionog zgloba i, parametar 6; predstavlja vrednost unutra$nje
koordinate q;, dok su ostali parametri DH notacije konstantni.

b) Translatorni zglob (slika dole).

DH parametre 6;,d;,a;ia; je moguée odrediti na sliCan nacin i u slucaju
translatornog zgloba. Polozaj samog translatornog zgloba nije toliko bitan jer ¢e on
na isti nacin pomerati ostatak sistema koji se nalazi posle njega u kinematickom
lancu. Koordinatni sistemi se postavljaju u pravcu izduzivanja translatornog zgloba.
Osa x; se postavlja tako da bude u istom ili suprotnom smeru u odnosu na vektor
Z;_4 X Z; (normalna na ravan koju ove dve ose obrazuju).

U ovom slucaju, parametar d; odgovara vrednosti unutrasnje koordinate zgloba i,
dok su ostali parametri DH notacije konstantne vrednosti.

Zadatak 30 \

Za robotske manipulatore prikazane na Slici 28 odrediti tablicu DH parametara.
Rotacioni zglobovi su oznaceni krugovima, a translatorni §inama.

Y b Y

Z

= =
X X X

Slika 28 — Manipulatori sa rotacionim i translatornim zglobom realizovani na razlicite nacine.
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Resenje:

a)
Yoa X2
Z>

Xi o)

//21

>

Zo Xo

Slika 29 — Robot RT konfiguracije sa obelezenim koordinatnim sistemima po DH notaciji.

0; d; a; a;
a0 0 0 7/2
0  qut+b, O 0

b)

Zo Xo

Slika 30 — Robot RT konfiguracije sa obelezenim koordinatnim sistemima po DH notaciji.

0; d; a; a;
vl 0 a; -1/ 2
0  qy+b, O 0
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Y2
X2

AXo Z>

b Za

Xa

Slika 31 — Robot TR konfiguracije sa obelezenim koordinatnim sistemima po DH notaciji.

0; d; a; a;
1 -t/2  qq+ b 0 /2
q> 0 a 0

Zadatak 31 \

Na Slici 32 je prikazana robotska ruka sa tri stepena slobode antropomorfne
konfiguracije. Ose rotacija prva dva zgloba su medusobno normalne, dok su ose
rotacija drugog i treceg zgloba medusobno paralelne. Usvojiti koordinatne
sisteme segmenata u skladu sa DH notacijom i napisati tabelu DH parametara.
Napisati matricu homogene transformacije izmedu koordinatnog sistema
osnove i zavrSnog uredaja ovog robota.

Slika 32 — Antropomorfna minimalna konfiguracija
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Resenje:

Na pocetku je korisno primeniti da prikazana konfiguracija predstavlja
antropomorfnu minimalnu konfiguraciju koja predstavlja osnovnu minimalnu
konfiguraciju za veliku vec¢inu industrijskih robota.

Da bi se DH parametri ispravno odredili, potrebno je postaviti koordinatne sisteme
na odgovarajué¢i nacin. Prvo je potrebno postaviti z ose tako da se poklapaju sa
osama rotacije svih zglobova. Osu xy moZemo postaviti proizvoljno na z,—osi.

\
\
\

Slika 33 — Antropomorfna minimalna konfiguracija sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH
notaciji.

Zatim, x;—osu treba postaviti u tacki preseka osa z; i z;_; tako da bude normalna na

ravan koju one formiraju. Smer se moze izabrati proizvoljno, pa je smer usvojen

tako da se poklapa sa x,—osom. Sledecu, x,—osu treba postaviti tako da prolazi kroz

01 (z, 1 z, su paralelne). Na ovaj nacin parametar d; ima vrednost 0, a i parametar

a; je jednak 0 zato $to su z; i z, paralelne.

Za kraj je potrebno postaviti koordinatni sistem zavr$nog uredaja. Osa zz se
postavlja da bude paralelna sa z,—osom, dok se x3—osa postavlja da bude normalna
na z,—osu.
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Tabela DH parametara:
ei dl a; Qa;
1 \ 0 0 0 m/2
2 \ qz 0 L, 0
3 \ q3 0 Iy 0

Ukupna matrica homogene transformacije od baze do zavr$nog uredaja robota data
je sa:

H = HyH}H3,

cos(0,) —sin(0,)cos(a;) sin(6;)sin(a;) a,cos(61)

HL = sin(6;) cos(8;)cos(a;) —cos(61)sin(ay) aysin(6,;)
0 0 sina, cosa, d, ’
0 0 0 1
cos(qy) 0 sin(qy) 0
g1 = |sin@@) 0 —cos(@) of
0 1 0 0
0 0 0 1
cos(8,) —sin(6y)cos(ay) sin(6y)sin(ay) a,cos(6;)
H? = sin(8,) cos(8y)cos(ay) —cos(6y)sin(ay) a,sin(f,)
! 0 sin(a,) cos(a,) d, ’
0 0 0 1
cos(qz) —sin(qz) 0 [cos(qz)
H% — sin(qz) cos(qz) 0 Izsin(qy) )
0 0 1 0
0 0 0 1
cos(03) —sin(63)cos(az) sin(03)sin(az) aszcos(63)
HS = sin(63) cos(f3)cos(az) —cos(03)sin(asz) assin(63) ’
0 sin(as) cos(as) d;
0 0 0 1

cos(qz) —sin(qz) 0 I3cos(qs)

H% — sin(qz) cos(qz) 0 I3sin(qs) .
0 0 1 0
0 0 0 1

Na osnovu prethodnih matrica homogenih transformacija, moguce je izracunati
ukupnu matricu homogene transformacije:
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hyy hiz hiz hyy

ha1 hyy hys hyy .

h31 hzy; 0 hgy
0 0 0 1

H =

Gde su elementi matrice H:
hi1 = cos(qz + q3)cos(qq),
hi, = —sin(qz + g3) cos(qy),
hiz = sin(q1),
hi4 = cos(q1)(l3cos(qz + q3) + 1;c05(q2)),
hz1 = cos(qz + q3)sin(q),
haz = —sin(q; + q3) sin(qq),
ha3 = —cos(q1),
hy4 = sin(q1)(lzcos(qz + q3) + l;c05(q2)),
h31 = sin(q, + q3),
hs, = cos(qz + 43),

hs4 = l3sin (q; + q3) + 1zsin(qz).

Zadatak 32 \

hvataljke.

Na Slici 34 je prikazan sferni zglob. Zglobovi su numerisani od 4 pa na dalje,
jer se ovakva struktura uglavnom montira nakon mehanizma neke od
minimalnih konfiguracija koje imaju tri stepena slobode. Odrediti DH
parametre, kao i ukupnu matricu homogene transformacije od zgloba 4 do

48



Kosta Jovanovié, Nikola Knezevié

Za

Slika 34 — Funkcionalna Sema sfernog zgloba.

Resenje:

Kao i u prethodnim zadacima, neophodno je na pocetku postaviti koordinatne
sisteme na odgovarajuci nain. Postavljaju se z—ose (z3, Z4 1 Z5) tako da se poklapaju
sa osama rotacije zglobova 4, 51 6. Prvu x—osu postavljamo tako da se nalazi na
prvoj z—osi ali u centru drugog zgloba. Drugu i tre¢u x—osu (x, i x5) potrebno je
postaviti tako da budu normalne na ravan koju obrazuju prva i druga z—osa (z3 i z),
odnosno ose z, i zs. Konacno, koordinatni sistem hvataljke potrebno je postaviti
kao i u prethodnom zadatku. Osa z se usvaja da bude paralelna sa prethodnom
z—osom, dok je potrebno da x—osa hvataljke bude normalna na prethodnu z—osu.

Na osnovu toga se mogu odrediti DH parametri:

0; d; a; a;
4 | ¢ o 0 -n/2
5 qs 0 0 m/2
6 de dg 0 0

Ukupna matrica homogene transformacije se moze izracunati kao:
— HgAH5 6
H = H3H;H:,

cos(qs) 0 —sin(qy) O

gt = |sin@) 0 cosgy) 0
0

1

)

3 0 -1 0
0 0 0
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cos(gs) 0  sin(qs)
45 = |sin@@s) 0 —cos(gs)
4 — )
0 1 0
0 0 0

cos(qs) —sin(ge) O
ye - |sin(@e)  cos(@s) 0
¢
0 0 1
0 0 0

R oo Rrooo

hi1 hiz hiz hyg
ha1 haz haz hyg .
h31 h3y hzz hsy

0 0 0 1

H =

Gde su elementi matrice H:

hi1 = cos(qs) cos(qs) cos(qe) — sin(qa) sin(ge),
hi2 = = cos(qe) sin(qa) — cos(q4) cos(gs) sin(qe),
hy3 = cos(q4) sin(qs),
hi4 = dg cos(qs) sin(gs),
ha1 = cos(q4) sin(qe) + cos(qs) cos(qs) sin(qa),
ha2 = cos(q4) cos(qe) — cos(qs) sin(qs) sin(qe),
hy3 = sin(q4) sin(qs),
hy4 = dg sin(q4) sin(gs),
h31 = —cos(gs) sin(gs),
hsz = sin(gs) sin(qe),

hss = cos(qs), h34 = dg cos(gs).

Zadatak 33 \

Nacéi jednacine direktne kinematike koje opisuju poziciju hvataljke robota u
odnosu na koordinatni sistem osnove robota za cilindricnu konfiguraciju sa

Slike 35.

50



Kosta Jovanovi¢, Nikola Knezevié¢

ds

Slika 35 — Funkcionalna sema cilindricnog robota sa ucrtanim koordinatnim sistemima po DH
notaciji.

Resenje:

Najpre je potrebno postaviti koordinatne sisteme na odgovarajuée pozicije za
odredivanje DH parametara.

0; d; a; a;
1 a0 d, 0 0

0  qt+d, O /2
3 | 0 g3tds 0 0

Na osnovu ove tablice DH parametara izraCunavamo matricu homogene
transformacije od baze robota do hvataljke robota:

H = H}H:H3,

cos(q1) —sin(q) 0 0
ai - |sin(@)  cos@) 0 0
0 )

0 0 1 dq
0 0 0 1
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1 0 O 0

2_ 10 0 1 0
H_O -1 0 q2+d2,

0 0 O 1

1 0 0 0

3 |0 1 0 0
H2=10 0 1 qsz +ds|

0 0 O 1

cos(@) 0 —sin(q) —(gs+d3)sin(qy)
g=|sin@) 0 cos@) (a5 +ds)cos(a) |
0 -1 0 di +dy + gy
0 0 0 1

Iz homogene matrice transformacije se moze zakljuciti kako izgledaju jednacine
direktne kinematike: x = —(q3 + d3) sin(qq),

y = (q3 + d3) cos(qy),

Z:d1+d2+q2.

Zadatak 34 \
Nac¢i jednacine direktne kinematike koje opisuju poziciju hvataljke robota u
odnosu na koordinatni sistem osnove robota za SCARA robota sa Slike 36.

Slika 36. —Funkcionalna sema SCARA robota sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH
notaciji.
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Resenje:

Postupak za odredivanje jednaCine direktne kinematike je identican kao i u
prethodnom zadatku.

0; d; a; a;
1 q1 0 l 0
2 q» 0 [, s
3 0 qs + 13 0 -TT
4 qs -ly 0 8

Pojedinacne matrice homogenih transformacija su definisane na slede¢i nacin:

cos(q1) —sin(q1) 0 [cos(qq)
H(l, — sin(q;) cos(q;) 0 U sin(qy) )
0 0 1 0
0 0 0 1
cos(qz) sin(gz) 0 lycos(qz)
H% — sin(qz) —cos(qz) 0 I;sin(qp)
0 0 -1 0 '
0 0 0 1
1 0 0 0
3 [0 =1 0 0
H2=10 o -1 qs + 15|’
0 O 0 1
[cos(qs)  sin(qa) 0 0
HY = sin(qqa) —cos(qy) O 0
0 0 -1 L[
0 0 0 1
[h11 hiz O hi4
H = ha1 hyz O ha4 _
0 0 -1 —-l3—-1l,—q;
L 0 0 0 1

Gde su elementi matrice H:

hi1 = cos(qy +q2 + q4), hi, = sin(qq + qz + q4),
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his =1y cos(qq + q2) + 15 cos(qy),

hy1 = sin(qy + qz + q4),
hy; = —cos(qy + qz + q4),
hys = 1; sin(qq + q2) + 1y sin(qy),

hsy = =l3 =14 — q3.

Zadatak 35 \

Na slici iz Zadatka 24, prikazana je robotska celija sa sistemom vizije. Ukoliko
je robot SCARA konfiguracije kao iz prethodnog zadatka, i ako vaze sve relacije
iz Zadatka 24, odrediti vrednosti u zglobovima SCARA konfiguracije
(91, 92, q3) potrebne da robot dode 15¢m iznad objekta. DuZine segmenata: [, =
50cm,l; = I, = 30cm, l; = I, = 10cm. Prikazana konfiguracija na Slici 16 se
nalazi u poziciji tako da je (g4, g2, g3) = (0,0,0) rad.

Resenje:

U Zadatku 24 izraCunat je poloZaj objekta u odnosu na bazu robota, koji je odreden
vektorom [11 10 1]7. Posto se u zadatku zahteva da se robot pozicionira 15¢cm
iznad objekta, zahtevani polozaj je tada [11 10 16].

Iz Zadatka 34 se moze zakljuciti kakva je relacija izmedu pozicije zavrSnog uredaja
i unutrasnjih koordinata.

x =1, cos(qq) + 1, cos(q1 + q2),
y = l; sin(qy) + 1, sin(qy + q2),
z=1ly—(ly + 15+ ds3).
Ako se u prikazane jednakosti uvrste brojne vrednosti za ovaj zadatak dobija se:
11 = 30cos(q,) + 30 cos(q, + q3),
10 = 30sin(q;) + 30sin(q, + q2),
16 =50 — (10 + 10 + d3).

1z poslednje jednakosti se moze dobiti vrednost trece unutrasnje koordinate:
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d3 = 14.

Ako se prve dve jednakosti kvadriraju i saberu, dobija se:
121 = 900cos?(q,) + 1800 cos(q;) cos(q; + q3) + 900cos?(q, + q5),
100 = 900sin?(q,) + 1800 sin(q,) sin(q, + q;) + 900sin?(q, + q,),
221 =900 + 1800 cos(g,) + 900.
Iz navedenih jednakosti se dobija vrednost kosinusa ugla g,:
cos(q;) = —0.8772.

Da bi se izracunala vrednost ugla g, potrebno je videti na koji nacin se i sinus ugla
menja kako bi se obuhvatile sve moguce vrednosti:

sin(qz) = /1 — cos?(qz).
Odakle se sada dobija:
q; = atanZ(sin(qZ), cos(q,)), q, = £28.7°.

Ukoliko se sada uvrsti dobijena vrednost za g, u prvu jednakost, moze se izracunati
1 vrednost pozicije prvog zgloba q;:

10 = 30sin(qq) + 30sin(+£28.7°),

10 + 14.4038

sin(g,) = ———5——,
sin(q1); = 0.8135, sin(qq), = —0.1468,

q1, = 54.4393°, ¢y, = —8.4415".

Zadatak 36 \

Za industrijskog robota ABB IRB 120 prikazanog na Slici 37, a koji predstavlja
tipicnu antropomorfnu konfiguraciju industrijskog robota sa 6 stepeni slobode,
odrediti DH parametre i izracunati na koji nacin vrednosti unutrasnjih
koordinata uti¢u na poziciju zavrSnog uredaja. Za vrednosti unutrasnjih
zglobova q; = O rad, g, = m/4 rad, g3 = w/3 rad, q, = O rad, g5 = /2 rad i
qe¢ = —m/6 rad odrediti poziciju i orijentaciju zavr$nog uredaja.
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463
c 302 72

270
o

290
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187

o — e |
00 90
L 180 ]

284

Slika 37 — Skica ABB IRB 120 robota sa ucrtanim dimenzijama (preuzeto sa:
https://new.abb.com/products/robotics/industrial-robots/irb-120).

Resenje:
Sa prikazane slike moze se ustanoviti duZina segmenata robota, kao i nacin na koji

su postavljeni zglobovi. Ovakva robotska konfiguracija se sastoji iz antropomorfne
minimalne konfiguracije i sfernog zgloba.

302 | 72

70

270

Slika 38 — Funkcionalna Sema ABB IRB 120 robota sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH
notaciji.
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Kada je odredena funkcionalna Sema robota i obelezeni koordinatni sistemi u skladu
sa DH notacijom, moZe se popuniti tablica DH parametara:

0; d; a; a;
1 a0 290 0 /2
2 qy +m/2 0 270 0
3 qs 0 70 /2
4 Qs 302 0 /2
5 qs 0 0 /2
6 qe 72 0 0

Na osnovu ove tablice moguce je izraCunati ukupnu matricu homogene
transformacije od baze robota do zavr$nog uredaja. U ovoj matrici se u prva tri
elementa krije informacija o poziciji zavr§nog uredaja:

Xapp = 72 sin(qy) sin(qy) sin(gs) — 270 cos(q4) sin(q,)
+ 302 cos(q4) cos(qy) cos(q3z) — 70 cos(qy) cos(q — 2) sin(q3)
— 70 cos(g;) cos(q3) sin(qz) — 302 cos(q,) sin(gy) sin(q3)
+ 72 cos(gy) cos(qz) cos(gs) cos(qs)
— 72 cos(qy) cos(qs) sin(qz) sin(gs)
— 72 cos(q,) cos(qz) cos(qy,) sin(q3) sin(qs)

— 72 cos(qy) cos(q3) cos(q,) sin(q,) Sin(CIS)),

Yasp = 302cos(qz)cos(q3)sin(q,) — 302sin(q,)sin(qz)sin(gs)
— 270sin(qq)sin(qz) — 70cos(qz)sin(q,)sin(qs)
— 70cos(g3)sin(qq)sin(q,) — 72cos(qy)sin(q4)sin(gs)
+ 72cos(qz)cos(gs)cos(gs)sin(qs)
— 72cos(gs)sin(gq)sin(qz)sin(qs)
— 72cos(qz)cos(q4)sin(qq)sin(qs)sin(qs)
— 72cos(qs)cos(q4)sin(qy)sin(q,)sin(gs),

Zagg = 270 cos(q;) + 70 cos(q,) cos(qs) + 302 cos(q,) sin(qz)
+ 302 cos(q3) sin(q,) — 70sin(q,) sin(q3)
+ 72 cos(qz) cos(qs) sin(gz) + 72 cos(qs) cos(gs) sin(qz)
+ 72 cos(gz) cos(q3) cos(qs) sin(qs)
— 72 cos(q,) sin(q,) sin(q3) sin(gs) + 290.

Za date vrednosti unutrasnjih koordinata, pozicija i orijentacija zavrSnog uredaja
data je sa:
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x = —406.243 mm,
y = 0 mm,

z =777.146 mm,

6 = Zrad

—4ra,
@ = Orad,
zngrad.

Zadatak 37 \

Dat je dvorucni robotski manipulator ABB YuMi, prikazan na Slici 39. Odrediti
rastojanje izmedu zavrsnog uredaja desne ruke (1) i zavrSnog uredaja leve (2),
ukoliko se obe ruke robota nalaze u neutralnom polozaju koji je definisan kao
(91,92, 93,94, 95, 96,97) = (0,—130,30,0,40,0, +135)°, gde se za desnu ruku
uzima predznak minus za poziciju poslednjeg zgloba, a za levu predznak plus.
Dimenzije neophodne za definisanje geometrije robota su d; = 166, a; =
-30, d, =0, a, =30, d; =251.5, a3 =40.5, d, =0, a, =40.5, ds =
256, as =27, dg =0, ag =27, d; = 36, a; = 0 mm. Rastojanje izmedu
baza leve i desne ruke je 21 = 300 mm.

Slika 39 — ABB YuMi dvorucni kolaborativni robot (preuzeto sa:
https://new.abb.com/products/robotics/collaborative-robots/irb-14000-yumi).
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Resenje:

Na Slici 40 je prikazan YuMi robot sa ucrtanim koordinatnim sistemima i
funkcionalnom Semom za levu ruku.

A T, g I l
/ : Za Zs
i as | ae Xe

- " ----------
X3
4# V¥ Xs
: v
72 : ds
Zn 9
6, :
Xi
v
______ . . J—
X2
az :
———— »
v ai :
7 di
9, Xo
A A

/

/

Slika 40 — Funkcionalna Sema jedne ruke ABB YuMi robota (desno) i relativni odnos koordinatnih
sistema prema DH notaciji (levo).
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Iz priloZenih Sema se moze odrediti tablica DH parametara:

0; d; a; a;
1 "l dy a; -1/2
2 q 0 a, /2
3 qs ds as -1/2
4 Qs — /2 0 ay /2
5 qs + 1 ds as /2
6 qe 0 ae /2
7 q; d; 0 0

S obzirom da je desna ruka robota identicna levoj, DH parametri ¢e biti isti. Leva i
desna ruka se nalaze na nepokretnom torzou, na medusobnoj udaljenosti 2I. Pre
nego $to se krene u izraCunavanje celokupne homogene matrice leve i desne ruke,
potrebno je iz centra izmedu dve robotske ruke, izvrSiti dodatnu transformaciju u
jednom slucaju duz x ose za duzinu [, a u drugom slucaju za —1.

Sada se dobijaju dve matrice homogene transformacije Hy i H%. Da bi se dobila
matrica homogene transformacije H?, potrebno je naéi inverznu matricu H% i
pomnoziti je sa matricom H%:

H? = Hy 'H} = HEH3.

Kada se uvrste sve brojne vrednosti, dobija se:

0 1 0 116.08
gz—|-1 0 0 -22054
1 0 0 1 167.0

0 0 0 1

Rastojanje izmedu dva koordinatna sistema, kada je poznata matrica homogene
transformacije izmedu njih, moguce je odrediti kao:

di, = \/116.082 + (—220.54)%2 + 1672 = 300.0024 mm.
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Inverzna kinematika

Planiranje izvrSavanja nekog zadatka pomocu robota se
svodi na planiranje kretanja, odnosno pozicioniranje
njegovog zavr$nog uredaja. Medutim, kako se kretanje
robota vr$i na nivou zglobova, potrebno je odrediti koje
konfiguracije (polozaji zglobova) odgovaraju svakoj od
zeljenih pozicija i orijentacija zavr$nog uredaja. lako
covek ovaj kompleksan problem resSava nesvesno i lako,
ovo je jedan od najtezih zadataka kod robota. Ovo
poglavlje prikazuje primere razlicitih pristupa u resavanju
tog zadatka na tipicnim konfiguracijama industrijskih
robota.
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Zadatak 38 \

Odrediti jednacine inverzne kinematike za manipulator sa tri segmenta u istoj
ravni, prikazan na Slici 41. Duzine segmenata su redom L4, [, 1l5. Zadatak resiti:
a) algebarskim pristupom,

b)  geometrijskim pristupom.

X3

Y3

Xo

Zo

Slika 41 — Trosegmentni ravanski manipulator.
ReSenje:
a) Algebarski pristup.
U prethodnom poglavlju je pokazano na koji na¢in, polazec¢i od konfiguracije robota

i kori§¢enjem DH parametara, je moguce odrediti jednacine direktne kinematike,
kao polazne tacke i za inverzni problem.

Tablica DH parametara za ravanski manipulator sa tri segmenta:

0; d; a a;
1 ¢ 0 1L, o
2 ¢ 0 L, 0
3 ¢ 0 Iz 0
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Ukupna matrica homogene transformacije se onda moze dobiti na slede¢i nacin:

H = H}H?H3,

hiyy hiz 0 hyy
_|h21 haz 0 hyy
H 0 0 1 0]
0 0 0 1

Gde su elementi matrice H:
hi1 = cos(q1 + q2 + q3), hiz = —sin(q1 + q2 + q3),
his = Licos(q1) + lcos(q1 + 1) + lzc0s(qq + g2 + q3),
hy1 = sin(qy + g2 + q3), hys = cos(qy + q2 + q3),
has = lisin(qy) + Lysin(qy + q1) + lzsin(gy + q2 + q3).

Potrebno je naéi jednacine inverzne kinematike, odnosno za poznatu poziciju i
orjentaciju zavrSnog uredaja, neophodno je odrediti vrednosti unutrasnjih
koordinata koje ¢e rezultovati postizanjem zadate pozicije i orijentacije zavrSnog
uredaja.

Opsti oblik matrice homogenih transformacija za ravanski manipulator je:

cos(¢p) —sin(¢p) 0 «x

H = sin(¢p) cos(p) 0 y _
0 0 10
0 0 0 1

Uporedivanjem se moze zakljuciti da vazi:
x = lycos(q1) + lycos(qy + q1) + [3c05(q1 + g2 + q3),
y = lisin(qq) + lpsin(qy + q1) + lzsin(gy + q2 + q3),
¢ =q1+q+4s.
Ukoliko se ¢ uvrsti u jednakosti za x 1 y dobija se:

x — lzcos(¢) = lycos(qy) + l,cos(q1 + q2),

y — lzsin(¢) = lysin(qy) + lsin(qy + q2).
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U ovim jedna¢inama poznate su sa leve strane znaka jednakosti, a nepoznate sa

desne. Radi jednostavnijeg pracenja uvodi se da je x' =x —I3cos(¢p) i
y' =y~ lzsin(e).

Kvadriranjem i sabiranjem novodobijenih jednacina dobija se:

x'2+y'? =1242Ll, - cos(qy) + 13,

pri ¢emu su koris¢ene jednakosti cos(a)cos(f) = %(cos(a —pB)+cos(a+B))i

sin(a)sin(f) = %(cos(a —pB) —cos(a + B)).

Sada se moze izraziti nepoznata vrednost g, u jednacini:

x?+y?—12-12
20,1,

cos(qz) =

Da bi resenje postojalo, desna strana jednaCine mora da ima vrednost izmedu
-11+1, na osnovu ¢ega sledi:

sin(qz) = £4/1 — cos?(qy).

Sada se moze izraziti vrednost za ugao q, kao:

Sin(qz)>_

= arct
= e (G

Da bi se odredila vrednost za ugao q;, potrebno je jednadine napisati u drugom
obliku:

x" = ljcos(qy) + l;cos(qq + q2),
x" = lycos(qy) + 1, (cos(q1)cos(qy) — sin(qy)sin(qz)),
x" = cos(q1)(ly + lycos(qz)) — sin(qy) (Izsin(qy)),

x'" = kicos(qy) + kysin(qq),
gde je:
ki =1 +lcos(qz),
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kz = lzsin(qz).

Na sli¢an nacin se moze napisati i jednac¢ina za y u drugom obliku:
y' = kysin(qy) + kpcos(qq).
Ako se sada usvojidajer =k + kiy = arctg(t—j), moze se napisati da vazi:
ky =1 cos(y),
k, = rsin(y).

Izraze za x iy je sada moguce napisati u obliku:

~

x? = cos(y)cos(q1) — sin(y)sin(q,),

~

y , .
- = cos(y)sin(qq) + sin(y)cos(qy),
odnosno:

!

X
— = cos(y + ),

~

<

= = sin(y + qq).

Odakle se moze zakljuciti da vazi:

y'/r y'
= t = tgl— |,
Yy +qq = arctg (x’/r) arctg (x’)

= arct Zi —y = arct y_' —arct (E)
q1 g X Y g X g kl-

Na kraju, vrednost g3 se moze dobiti kao:

odnosno:

43 = ¢ — 42 — q1-
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b) Geometrijski pristup.

1,Sin (@) v

v

1,05 (@)

X X

Slika 42 — Trosegmentni ravanski manipulator predstavljen u formi pogodnoj za resavanje
geometrijskim pristupom.

Kod geometrijskog pristupa za pronalazenje inverzne kinematike, potrebno je
razloziti problem na nekoliko geometrijskih problema. Za mnoge manipulatore kod
kojih vazi da je a; = 0 ili +90°, ovo se moze uraditi na prilicno jednostavan nacin.
Na Slici 42 je prikazan trosegmentni ravanski manipulator. Duzina koju zaklapaju
prvi i drugi segment se moZze izraCunati iz Pitagorine teoreme i iznosi:

2 =x"?+y"

Ukoliko se sada posmatra trougao koji ¢ine stranice 14, I, i ¢, moze se pomocu
kosinusne teoreme dobiti jednakost:

c2 =1+ 13— 2l1,c0s(180 — qy),

odnosno:

x4+ y"% =124+ 12 + 21,1,c05(qy).

Odakle se moZe naci:

x2+y?—-12-13
20,

cos(qz) =
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Da bi posmatrani trougao postojao, rastojanje od \/x'? + y'? mora da bude manje i
jednako od sume duzina segmenata [; + . Ako se pretpostavi da je ovaj uslov
zadovoljen i da posmatrani trougao postoji, jednacina ima resenje ukoliko se g,
nalazi izmedu 0 i -180 stepeni. Drugo moguce resenje je ono koje je prikazano
isprekidanom linijom i simetri¢no je na prvo resenje, a glasi g5 = —q,.

Ukoliko je potrebno da se dobije vrednost za q,, potrebno je posmatrati uglove f i
Y, gde je ugao B dat sa:
yl
p = arctg (;)

Ako se sada jo$ jednom primeni kosinusna teorema na trougao za ugao i, dobija
se:

x12 + y12 _ l%

cos(y) = :
2U4/x"? + y'2

Da bi se ocuvala geometrijska postavka, mora da vazi uslov 0 < ¢ < 180°. U tom
slucaju vazi:

=Bt
pri cemu se uzima znak plus kada je g, < 0, odnosno znak minus kada je g, > 0.

Konac¢no, vazi daje ¢ = q; + g, + g3, odakle se moze izraCunati q;.

Zadatak 39 \

Manipulator sa Cetiri rotaciona zgloba prikazan je na Slici 43. Nenulti parametri
geometrije robota u skladu sa DH notacijomsua; = 1,d, = 2, a, = 45°, a3 =

V2 i dy =2, a mehanizam je prikazan tako da su njegove unutra$nje
koordinate [0 90 90 0]” rad. Svaki zglob moZe da ima vrednost iz opsega
+180°. Nadi sve moguce vrednosti za unutra$nju koordinatu g; tako da je
pozicija zavr$nog uredaja [1.1 1.5 3.07]” m.
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A Z1 Z>

Slika 43 — Funkcionalna Sema manipulatora sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH
notaciji.

Resenje:

Kada se za manipulator sa Slike 43 pomo¢u DH parametara dobiju jednaCine
direktne kinematike, moze se odrediti veza izmedu unutrasnjih i spoljasnjih
koordinata:

x = sin(qy + q2) + cos(qz) — sin(qy + q3)sin(qs) + V2cos(q1 + g;)cos(gq3),
y = sin(qy) — cos(qy + qz) + cos(qy + qz)sin(qs) + V2sin(qy + q2)cos(qs),
z = sin(q3) + 3.

Iz prethodnih izraza jednostavno je odrediti vrednost unutrasnje koordinate g5 koja
¢e zadovoljiti prethodni uslov:

3.707 = sin(q3) + 3,
sin(q;) = 0.707,
qs = arcsin(0.707),

q3 = i45°.
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Zadatak 40 \
Na Slici 44 je data minimalna robotska konfiguracija TRR, gde R oznacava
rotacioni, a T translatorni zglob robota. Odrediti reSenje inverznog
kinemati¢kog problema. Nacrtati konfiguraciju robota ukoliko je pozicija
zavrsnog uredaja x = 0.5m, y = 0m i z = 0.2 m. Duzine segmenata su l; =
02mil, =13 =0.3m.

Slika 44 — Funkcionalna Sema TRR manipulatora.
ReSenje:

Funkcionalna Sema robota sa ucrtanim koordinatnim sistemima data je na Slici 45:

Zo Z1 Z> Zs3

Slika 45 — Funkcionalna Sema TRR manipulatora sa ucrtanim koordinatnim sistemima prema DH

notaciji.
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1z priloZene funkcionalne Seme moguce je odrediti tablicu DH parametara, a samim

tim i jednacine direktne kinematike:

x =1; + l,cos(qy) + I3cos(q, + q3),
y = Ipsin(qy) + I3sin(qy + q3),
zZ = ql'

Kako nije moguce upravljati orijentacijom zavr$nog uredaja ve¢ samo pozicijom,
potrebno je posmatrati inverzni problem kinematike za pozicioniranje robota u
prostoru.

Iz jednacine direktne kinematike moze se odmah videti da je vrednost unutrasnje
koordinate g, direktno odredena spoljasnjom koordinatom z:

41 = Z.

Ukoliko se sada izrazi za x i y napisu u nesto drugacijem obliku, kvadriraju i saberu,
dobija se:

x — 1y =l cos(qz) + I3 cos(qz + g3),
y = lysin(q;) + l3sin(qz + q3),
(x = 1)? = [§cos?(qz) + 215c0s (q2)cos (2 + q3) + l3cos?(qz + q3),
y? = l3sin®(qy) + 2L,l3 sin(qy) sin(q, + q3) + 13sin®*(qz + q3),

(x —1)?+vy? =12+ 15 + 2l,15c0s (q3),

(x—1)*+y*—15-13
cos (q3) = .
20,15

Iz navedenih izraza se mozZe izraziti sin(qs) = ++/1 — cos?(q3), odnosno:

Sin(q3)>
cos(qs) )

qz = arctg<
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Ukoliko se opet izrazi za x 1 y napiSu u drugacijem obliku, kao u Zadatku 38, dobija
se:

x =l = kycos(qz) + kasin(qz),
y = kysin(qz) + kpcos(qy),
pri ¢emu je kq = I, + l3c0s(q3), a ky = I3sin(qs).
Ako se sada usvojida jer = \/m iy = arctg (Z—i), moze se napisati da vazi:
ki =1 cos(y),
k, = rsin(y).

Izraze za x i y sada je moguce napisati u obliku:

x—=1

= cos(y)cos(qz) — sin(y)sin(qz),

= cos(y)sin(qz) + sin(y)cos(qz),

R

odnosno:

x—=1

= cos(y + q2),

= sin(y + qy).

IR

Sada je moguce zakljuciti da vazi:

0 = areeg (o 257) = aretg (27
VT4 = aretg\ o ") T I\ )

odnosno:

q2=arctg< 4 )—y=arctg< Y )—arctg(E)
x—1 x—1 kq

Kada se u izvedene izraze uvrsti pozicija zavr$nog uredaja i kinematicki parametri
robota, dobija se da su vrednosti unutrasnjih koordinata:

g1 =0.2m,

71



Robotika — zbirka reSenih zadataka

=T rad =T rad

q21 = 3 rad, q2,11 = 3 rad,
_ 21 q _ 21 q
q31 = 3 rad, q31 = 3 rad.

Kako postoje dva moguée resenja, robot se moze naci u dve razlic¢ite konfiguracije
prikazane na Slici 46:

Slika 46 — Konfiguracije u kojima se robot moze naci nakon reSenja inverzne kinematike.

Zadatak 41 \

Resiti inverzni kinemati¢ki problem za robota Dekartove konfiguracije.
Funkcionalna Sema robota je data na Slici 47.

Xa

\

Slika 47 — Funkcionalna Sema robota Dekartove konfiguracije sa ucrtanim koordinatnim sistemima

prema DH notaciji.
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Resenje:

Tablica DH parametara za ovu minimalnu konfiguraciju je:

0; d; a a;
10 d 0 -9
2 90 d, 0 90
3 0 d5 0 -9

Na osnovu tablice DH parametara sledi matrica homogene transformacije:

0 0 -1 —ds
0 -1 0 d,

-1 0 0 d,
0 0 0 1

H =

Konac¢no, na osnovu matrice homogene transformacije se lako odreduju vrednosti
unutrasnjih koordinata (pozicija zglobova):

d1 =2Z,
d; =y,
d3 = —X.

Zadatak 42 \

Resiti inverzni kinematicki problem za cilindri¢nu konfiguraciju prikazanu na
Slici 48. Duzine svih segmenata su d; = d, = d3 = 1.

Slika 48 — Minimalna konfiguracija Cilindricnog robota.
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Resenje:

U prethodnom poglavlju u Zadatku 33 reSen je direktan kinematicki problem za
cilindri¢nu konfiguraciju robota i dobijene su zavisnost spoljasnjih koordinata od
unutrasnjih:

x = —=sin(q1)(qs + 1),
y = cos(q1)(gs + 1),
zZ=q,+ 2.
1z poslednje jednacine moZe se odmah dobiti izraz za q,:
q, =z — 2.
Ako se kvadriraju i saberu prve dve jednakosti, dobija se:
x? +y? = sin?(q1)(q3 + 1) + cos?(q1) (g3 + 1)?,

x?+y%=(q3+ 1)
gz +1=+x%+y?
qs; =+x%?+y2—1.

Sada, ukoliko se uvrsti poznata vrednost g3 u izraz za x i y, dobija se:

sin(qq,) =
Y g

cos(qq) =
Y g

q. = arctg
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Zadatak 43 \
Resiti inverzni kinematicki problem za SCARA robota prikazanog na Slici 49.
Duzine segmenatasuly =1, =1il; =1, = 0.2.

Slika 49 — Funkcionalna Sema SCARA robota.
ReSenje:

1z zadatka 34 moze se videti kako izgledaju jednacine direktne dinamike za SCARA
robota ¢ija je konfiguracija prikazana na slici:

x = lycos(qy) + lycos(qq + q2),
y = lysin(qy) + Irsin(qq + q2),
zZ = l4 - l3 - d3,

¢ =q1+4q2+qs.
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Lako se zakljucuje da unutrasnja koordinata d; doprinosi samo promeni pozicije

zavr$nog uredaja po z—osi, pa je odatle moguce izracunati tu velil¢inu:

d3 = l4_ - l3 — Z.
Ako se sada malo bolje pogledaju jednacine koje preostaju, moze se zakljuciti da se
zapravo radi o istom skupu jednacina kao kod ravanskog manipulatora sa tri

segmenta, kod koga tre¢i segment ima duzinu nula. ReSenje ostatka zadatka se svodi
na Zadatak 38.

Ukoliko se kvadriraju i saberu izrazi za x i y, dobija se:

x2 +vy? =12+ 2l 1,c05(qy) + 1y,

x2+y2—l2—l2
cos(a) =212 =p
142

sin(q,) = ++/1 — cos?(q,) = A,

- arctg (5)
qz = arctg |5 .

Opet kao i u Zadatku 38 izraze za x 1 ¥ je potrebno napisati u neSto drugacijem
obliku, pa se moZze dobiti da je:

x = kycos(qy) + kpsin(qy),
y = kysin(qy) + kzcos(qq),
pri ¢emu je ki =l + l,c05(qy), a ky, = I,s5in(qy).
Ako se sada usvojidajer = m iy = arctg (:—i), moze se napisati da vazi:
ky =1 cos(y),
k, = rsin(y).
Izraze za x i y sada je moguce napisati u obliku:

; = cos(y)cos(q1) — sin(y)sin(q,),

RE R

= cos(y)sin(qy) + sin(y)cos(qq),
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odnosno:

X
= = cos(y + ),

R

= sin(y + q1).
Odakle je moguce zakljuciti da vazi:
_ yiry y
Y +q, = arctg (x_/r> = arctg (E)'

odnosno:

q, = arctg (%) —Yy = arctg (%) —arctg (z—j)

Kona¢no, vrednost g, se moze dobiti kao:

Qs = —qz — q1.

Zadatak 44 \
Resiti inverzni kinematicki problem za antropomorfnu minimalnu konfiguraciju
robota prikazanog na Slici 50. Duzine segmenata su 14, [, 1 3.

[ |

Slika 50 — Antropomorfna minimalna konfiguracija.
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Resenje:

Na osnovu reSenja Zadatka 31 moguce je videti kako izgledaju jednacine direktne
kinematike za antropomorfnu konfiguraciju:

x = cos(q1) (I3 cos(qz + q3) + 13 cos(qz)),
y = sin(q1)(lzcos (g2 + q3) + [c05(q2)),
z = l3sin (q, + q3) + 1;sin(qy).
Ukoliko se kvadriraju i saberu izrazi za x, y i z, dobija se:
x%2 +y?+2z%2 =12 + 2l,15c05(q3) + 13,

X2 +y2 472 — 3 — 13
21,1

cos(qs) =

Da bi resenje postojalo, desna strana izraza mora da bude u opsegu od -1 do +1, pa
odatle mora da vazi:

sin(qs) = £y/1 = cos?(q3).

Odnosno dobija se:

sin(q3)>

= arct
13 = aretd <cos<q3)

Ukoliko se izraz za x pomnoZi sa sin(q, ), a izraz za y sa cos(q,), dobija se:
x sin(qy) = cos(q1)sin(q,)(I3cos(qz + q3) + l;c0s(qy)),
y cos(gy) = sin(g:)cos(q1)(l5cos(qs + 3) + Lrcos(qz)).
Ako se prethodni izrazi oduzmu, dobija se:
x sin(qy) —y cos(qy) = 0.

Na osnovu prethodnog izraza moze se odrediti poloZaj prvog zgloba:
_ y
q, = arctg (E) + km.
Ukoliko se izrazi za x i y kvadriraju i saberu, dobija se:
x% +y% = (lycos(qz) + l3c05(q; + q3))>.
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Na osnovu prethodnog izraza i izraza za z dobija se sistem jednacina:

lyco5(qy) + l3c05(qy + q3) = t4/x2 + y2,
I3sin (g3 + q3) + I3sin(qy) = z,

pri ¢emu su nepoznate sistema sin(q,) i cos(q,).

Nakon resavanja sistema dobija se:

2(12 + l3cos(q3)) + Jx? + y2l3sin(qs)

sin(qz) = 12+ 12 4 21,15c05(q3) ’
£JF + (I + lyc05(45)) + 2lssin(gs)
cos(qz) = '

12 + 12 + 21,15c05(qs3)

Iz prethodnih izraza moguce je izraCunati:

Sin(Qz))_

= arct
00 = arets (G

Kako sin(q3) moze imati dve vrednosti, onda ¢e postojati i vise reSenja za vrednost

ugla q,, i to ukoliko je sin(q3) = /1 — cos(q3)?:

z(ly + l3c0s(g3)) — /2% + y2l3sin(qs)
VX2 +y2(1, + l3c0s(q3)) + zl3sin(qs) )

z(l, + l3cos(q3)) + /x2 + y2l3sin(qs)
—/x2+ yz(lz + l3cos(q3)) + zl3sin(qs) ’

QZ,I = aT'Ctg(

4z, = arctg <

a ukoliko je sin(q;) = —/1 — cos(q3)?:
z(lz + l3cos(q3)) —/x% + y?l3sin(qs)
A xZ+ yz(lz + l3cos(q3)) + zl3sin(qs) '

z(lz + l3cos(q3)) + /x% + y2l3sin(qs)
—Jx2 + y2(12 + l3cos(q3)) + zl3sin(qs)

Q2,111 = arctg <

qz,v = arctg (
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Potrebno je napomenuti da se prilikom izbora znaka + ili — kod odabira vrednosti za

sin(qsz) bira jedno od dva resenja, ,,lakat na gore” ili ,,lakat na dole”. Ovim se moze
jasno videti da resenje inverznog kinematickog problema nema uvek jedinstveno
reSenje.

Zadatak 45\
Resiti inverzni kinematicki model za ZYZ Ojlerov zglob prikazan na Slici 51.

de

*

Slika 51 — Funkcionalna Sema Ojlerovog ZYZ zgloba.
ReSenje:

Ojlerov zglob koji se postavlja na kraj minimalne konfiguracije ima za cilj da
promeni orijentaciju zavr$nog uredaja. Samim tim Ojlerov zglob utice samo na
promenu matrice rotacije izmedu minimalne konfiguracije robota i zavrSnog
uredaja.

Opsti oblik matrice rotacije je:

R=|T21 T2 T23

31 T32 7133

"1 T2 7’13]
)
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dok matrica rotacije za ZYZ Ojlerov zglob ima slede¢i oblik:

111 = c0s(q4)cos(gs)cos(qe) — sin(qs)sin(qe),
Tz = —€05(q4)cos(qs)sin(ge) — sin(qa)cos(ge),
r13 = cos(qy)sin(qs),

121 = sin(qa)cos(qs)cos(qe) + cos(qa)sin(qe),
12 = —sin(qs)cos(qs)sin(qe) + cos(qa)cos(qe),
123 = sin(qa)sin(gs),
r31 = —sin(qs)cos(qe),

132 = sin(qs)sin(ge),

133 = €0S(Qs).

|.§
w
N—

Ugao g4 se moze dobiti na slede¢i nacin: q, = arctg (r
13

2 4.2
Ti3+T33

H

Ugao g5 se moze dobiti na slede¢i naéin: qs = arctg -
33

Ugao g se moze dobiti na slede¢i nadin: qg = arctg ( T;Z )
—131

Ukoliko pak za oblast reSenja za qg izaberemo opseg (—m, 0), reSenja tada imaju
oblik:

(=)
q4 = arctg ,
—T3

2 2
AL Tzs)

gqs = arctg( "
33

—T32
de = arctg( " )
31
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Zadatak 46 \

Resiti inverzni kinematicki problem za manipulator sa 6 stepeni slobode koji se
sastoji od minimalne antropomorfne konfiguracije i sfernog Ojlerovog zgloba,
¢ija je funkcionalna Sema prikazana na Slici 52. Duzina segmenata manipulatora

je lb, =03m, I3 =0.2m i dg = 0.1 m. Zavrsni uredaj se nalazi u takvom
polozaju da matrica homogene transformacije ima sledeci oblik:

0 0 1 03

s _lo =1 0 o0
Hi=11 o 0 03
0 0 0 1

Slika 52 — Funkcionalna Sema antropomorfnog robota sa Ojlerovim zglobom.

ReSenje:

Ukoliko se na pocetku za ovakav manipulator postave koordinatni sistemi po
pravilima DH notacije, dobija se:
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Slika 53 — Funkcionalna Sema antropomorfnog robota sa Ojlerovim zglobom sa ucrtanim
koordinatnim sistemima prema DH notaciji.

Moze se primetiti da se ose rotacije zglobova, koji ¢ine sferni zglob, seku u jednoj
tacki O u centru petog zgloba. Ujedno ova tacka predstavlja i centar sfernog zgloba.
Takode, pozicija ove tacke ne zavisi od pozicija u zglobovima 4, 5 1 6, ve¢ njena
pozicija zavisi iskljucivo od pozicija u zglobovima 1, 2 i 3. Na osnovu toga, problem
inverzne kinematike za manipulator prikazan na Slici 53 moguce je podeliti na dva
problema, problem inverzne pozicije i problem inverzne orijentacije.

Kako je postavkom zadatka poznata pozicija i orijentacija zavrSnog uredaja, kao i
kinematicki parametri manipulatora, moguce je odrediti poziciju tatke Og u odnosu
na bazni koordinatni sistem robota:

0s0, = dc.Rk =dsR[0 0 1]7,

pri cemu je R matrica rotacije zavr$nog uredaja, a vektor k predstavlja ort ose z,
odakle se pozicija tacke dobija kao:

Ps = Pu — dgRk,
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odnosno, ukoliko se uvrste brojne vrednosti, dobija se:

Dsx Pux — deT13 03-0.1-1 0.2
Psy| = |Puy —deT23|=|0-01-0 |=] 0 [
sz

Psz —dgrss| l03-01-0l lo3

Ps =

Sada je mogucée primeniti reSenje problema inverzne kinematike antropomorfne
minimalne konfiguracije (Zadatak 44) za poziciju ps i odrediti vrednosti q4, g, 1 q3,
koji ¢e ostvariti zeljenu poziciju.

Ukoliko se zadate brojne vrednosti primene dobija se:

q1,1 = 0 rad, qi = T rad,

T
q2,; = 0.3948 rad, dz1 = 5 rad,

T
Ao =5 rad, q2v = 2.7468 rad,

w s
qs31 = E rad, qzi = _E rad.

Treba naglasiti da postoje Cetiri moguca reSenja:
(‘h,l» qz,1 Q3,1)» (‘h,h qz,111 Q3,11)» (‘h,n' 92,11, Q3,1)' (‘h,lh qz2,1v, Q3,n)-

Ovim je zavrSen prvi problem odredivanja inverzne pozicije. Za reSavanje problema
inverzne orijentacije moguce je iskoristiti reSenje inverznog problema za Ojlerov
sferni zglob (Zadatak 45).

Pre nego $to se direktno primeni reSenje iz Zadatka 45 potrebno je primetiti da
orijentacija zavr$nog uredaja kod minimalne antropomorfne konfiguracije nije ista
kao orijentacije treeg koordinatnog sistema u konfiguraciji manipulatora sa 6
stepeni slobode (Slika 55).
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Zo Y3

X3

Slika 54 — Funkcionalna Sema antropomorfne minimalne konfiguracije.

Sa Slike 54 se moze zakljuditi da je neophodno izvrsiti dodatne rotacija
koordinatnog sistema hvataljke minimalne antropomorfne konfiguracije kako bi se
prilagodila matrica rotacije za direktnu primenu inverznog problema Ojelrovog

zgloba:

R*=R_nR _n.

Yz %2

Y3 X3

X
73 ’ Y3 23

Slika 55 — Prikaz orijentacije zavr§nog uredaja minimalne konfiguracije i pocetnog koordinatnog

sistema Ojlerovog zgloba.
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Ukoliko se na osnovu problema inverzne pozicije sada odrede jednacine direktne

kinematike i orijentacija zavr$nog uredaja minimalne antropomorfne konfiguracije,
dobija se:

_01 O(')Z 1 0 0
0 03 = Rantropmorfna =(0 0 -1}
0 1

Hantropmorfna =

S O O
SR OO

Sada je moguce izraCunati matricu rotacije od baznog do tre¢eg koordinatnog
sistema kao:

0 0 1
Rg = RantropmorfnaR* =(0 -1 0}
1 0 O

Ukoliko je poznata matrica rotacije zavr$nog uredaja i matrica rotacije RS, moguce
je odrediti matricu rotacije koja potice od Ojlerovog zgloba na sledeci nacin:

100
RS=(R3)IR=(RHTR=|0 1 o
0 0 1

Primenom resenja iz Zadatka 45 na matricu rotacije Ojlerovog zgloba dobija se:

Qa1 = qa =0 rad,
qs; = qs,;; = Orad,

46,1 = qe,; = 0 rad.

Ovim je zavrSen problem reSavanja inverzne orijentacije.

Ukoliko se dobijene vrednosti unutras$njih koordinata uvrste u jednacine direktne
kinematike, dobi¢e se matrica homogene transformacije koja je zadata postavkom
zadatka.
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Diferencijalna kinematika -
Jakobijan

Osim  preratunavanja  statickih  pozicija
Zavrsnog uredaja 1 odgovarajuceg
pozicionaranja zglobova robota, za izvrSavanje
zadatka je najcesSce potrebno razmotriti kretanje
odnosno preslikavanje brzina kretanja njegovih
zglobova(unutra$njih/generalisanih koordinata)
na  brzinu  spoljasnjih  (funkcionalnih)
koordinata robota. Ovo preslikvanje se vrsi
pomocu Jakobijan matrice. ReSavanjem
zadataka u ovom poglavlju, Citalac ¢e dobiti
uvid u znacaj Jakobijan matrice, Cijom se
analizom, osim direktnog preslikavanja brzina
izmedu unutras$njih 1 spoSaljSnjih koordinata,
moze analizirati 1 dostizanje, odnosno blizina
singularnih poloZaja robota. Takode, Citalac ¢e
reSavanjem zadataka stec¢i uvid na koji nacin se
mogu pronaéi priblizna reSenja inverznog
kinematickog problema kada jednoznacno
reSenje ne postoji, ali 1 kako se mogu definisati
dodatni kriterijumi optimalnosti u slucaju
velikog broja reSenja inverznog problema
kinematike (kinematicke redundanse).
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Zadatak 47 \

Analitickom metodom izracunati Jakobijan matricu koja preslikava kretanje
pojedinih zglobova u kretanje zavr$nog uredaja za industrijskog robota SCARA
konfiguracije prikazanog na Slici 56.

Slika 56 — Funkcionalna Sema SCARA robota.
ReSenje:
Koristeci se rezultatom iz Zadatka 34, mogu se napisati sledece relacije:
x = lyc05(q1) + lzc05(q1 + q2),
y = lisin(qq) + lzsin(q1 + q2),
z=1l,—l3—qs
$=q1+q2+ 4,

Veza izmedu linearne i ugaone brzine hvataljke (p i w) i brzine zglobova robota q,
moze se napisati kao:

p =]Lq;

w=Jyq,
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gde J; povezuje brzine zglobova sa linearnom brzinom zavr$nog uredaja, dok J
povezuje brzine zglobova sa ugaonom brzinom zavr$nog uredaja. Gore navedene
izraze moguce je napisati i u matricnom obliku, i to:

x=v=[P|=j@q,

pri ¢emu vektor X oznadava ukupni vektor brzine hvataljke robota u spoljagnjim
koordinatama u zavisnosti od brzine zglobova robota q. Matrica kojom se povezuje
kretanje zavrSnog uredaja robota i zglobova robota zove se Jakobijevom matricom
ili Jakobijanom, i oznacava se sa J(q).

U opstem slucaju izraz za brzinu hvataljke po x—osi u spoljasnjim koordinatama dat
je sa:

X = J11q1 + J1292 + J13G3 + -+ J1inGn,

gde je n broj zglobova robota. Na sli¢an nafin se mogu izraziti i brzine ostalih
spoljasnjih koordinata.

Odgovarajuci elementi Jakobijan matrice se mogu naci tako $to se izrazi dobijeni
direktnom kinematikom diferenciraju po svakoj unutrasnjoj koordinati:

0x 0x 0x 0x

) e

Ju=5—Jiz=5—"J13= Jin =
11 aql 12 aqz 13 aq3 in aqn

Odnosno, potrebno je izvrsiti parcijalnu diferencijaciju svih spoljasnjih koordinata
po svim unutrasnjim koordinatama da bi se dobila kompletna Jakobijan matrica:

rdx Odx Ox 0x 1

dq, dq, dq; = 0qn

dy 9y 0dy dy

Ji1 Jiz Jiz o Jin 09 092 9q3 T 0qn
Jor Jo2 Joz - Jam| |92 0z 0z 0z
J= Js1 Jz2 Jaz - Jan _ dq, 0q, 0qs oqn
Jsi Jiz Jiz - Ja| |00 39 09 0p|
Js1 Js2 Jsz o s dq, 0q, 0dq; ~~ 0qn
Jo1 Je2 Jez - Jen 08 006 06 a0
dq, 0q, 0dq; T 0qn

oy oY Y Y

0g, 09, 0q3 0yl
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Sada je potrebno odrediti parcijalni izvod spoljasnjih koordinata SCARA robota po

svim unutra$njim koordinatama:

ox = —l;sin(qq) — Lrsin(q, + q2), ox = —lpsin(q; + q2),
091 09
dx B dx B
oqs 04y
9y = lyc0s(q1) — lycos(qq + q2), el = lycos(q1 + q2),
091 9q;
y_, W,
43 094
2, o
091 ' a9 '
0z 0z
i
9 _y 2y,
091 09
% _, 0,
43 044

Na osnovu navedenih parcijalnih izvoda, moguce je napisati kona¢nu vrednost
Jakobijana:

—l;sin(qy) — Ipsin(q; + q) —Ipsin(q; +qz) O

J= lycos(qq) + l,cos(qy +q2)  lycos(ql+qg2) O
0 0 -1

1 1 0

o O O
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Zadatak 48 \

Numerickom metodom izracunati Jakobijan matricu koja preslikava kretanje
pojedinih zglobova u kretanje zavr$nog uredaja za industrijskog robota SCARA
konfiguracije prikazanog na Slici 56.

Resenje:

Ukoliko nije moguce, ili je suviSe komplikovano nac¢i analiticki model robota, a
samim tim i analiticki odrediti Jakobijan, moguce je primeniti numericku metodu
za odredivanje Jakobijana.

Kao §to je u prethodnom zadatku napomenuto, kretanje zglobova doprinosi i
linearnom i ugaonom kretanju hvataljke, pa je Jakobijan matricu moguée posmatrati

=l e gl

1 u slede¢em obliku:

pri cemu svaki od elemenata J;; i Ji; predstavlja vektor kolonu dimenzije 3 X 1.
Moze se zakljuciti da prvi deo kolone odgovara doprinosu i-tog zgloba linearnom,
a drugi deo ugaonom kretanju zavr$nog uredaja.

Doprinos kretanja translatornog zgloba na kretanje zavr$nog uredaja je definisan

ol =157}

kao:

pri Cemu je z;_4 osa translacije i-tog zgloba robota. Ovakav rezultat je intuitivan jer
translatorno pomeranje zgloba doprinosi istom takvom translatornom pomeraju
ostatka mehanizma koji se nalazi iza njega u kinematickom lancu, pa i samog
zavr$nog uredaja.

Doprinos kretanja rotacionog zgloba na kretanje zavr$nog uredaja se moze definisati
na slede¢i nacin:

]Li] _ [Zi—l X ri—l,H]
i zZi_4 ’
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gde je z;_; osa rotacije i-tog zgloba robota, a 7;_, y rastojanje od ose rotacije do
koordinatnog sistema zavr$nog uredaja. Moze se zakljuciti da ¢e rotacija zgloba
doprinositi linearnom kretanju (linearnoj brzini) zavr$nog uredaja na sledeci nacin:

Jui @i =0 X1y = (2o X1y y) - 4
dok ¢e rotacionom kretanju doprinositi samom svojom rotacionom brzinom.

Ukoliko se ose rotacije i translacije postave na odgovaraju¢i nacin, moguce je
odrediti sve potrebne parametre za numeric¢ko izracunavanje Jakobijana.

Prvo je potrebno odrediti z—ose svih zglobova robota SCARA konfiguracije:

A T

Zatim je potrebno odrediti pozicije koordinatnih pocetaka u odnosu na bazni
koordinatni sistem kako bi bilo moguce odrediti odgovarajuca rastojanja od osa
rotacije pojedinog zgloba do zavrSnog uredaja (pozicije je moguce odrediti iz
matrica homogene transformacije):

0 lycos(qy) licos(qq) + lycos(qq + q2)
0o = (0, 01 = |l;sin(qy) |» 0 lysin(gq) + lrsin(gy + q2) |»
0 0 0
lycos(qy) + lcos(qy + q3) lycos(qy) + lycos(q1 + q3)
0; = | l;sin(qy) + Isin(q, + q2) |, 0, = |l;sin(qy) + lzsin(qy + q2) |-
1, -1,

Sada je potrebno razmatrati redom doprinose pojedinac¢nih zglobova na kretanje
zavr$nog uredaja:

Zglob 1 — rotacioni zglob:

ULl] [ZO X (0 04)]

lycos(qy) + lycos(q1 + q3)
Ji1 =20 % (0,0,) = |0]| x | lysin(qy) + Lysin(g; + q2) |,
1 =1,
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—lysin(qq) — lsin(qy + q2)

Ji1 = lycos(qy) + lycos(q1 + q2) |
0

0
Juvi=20= [0]
1

Zglob 2 — rotacioni zglob:

[{ ] [zlx(0104)_’

lyeos(qr + 42)|  [~Lysin(qs + q2)
]LZ - Zl X (0104) = 0 X lzsin(ql + qZ) lzcos(ql + qz) )
1 —ly—1, 0

0
Juo=21 = [0]
1

ol =6

0 0
]L3=ZZX(0204)=[0]. ]U3=22=[0].
-1 0

Zglob 3 — translatorni zglob:

Zglob 4 — rotacioni zglob:

UL4] [23 x (050, 04)]

0 0 0 0
]L4=Z3X(0304)=[O]X[ 0 ]:[O], ]U4=Z3=[0]-
1 —ly 0 1

Sada je moguce napisati kompletnu Jakobijan matricu na slede¢i nacin:

—lysin(qq) — Ipsin(q; + q2) —lzsin(gi+q2) 0 0

licos(qy) + lcos(q; +q3)  lcos(qp+q2) 0 0

j= 0 0 ~1 0
0 0 0 of

0 0 0 O

1 1 0 1
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Zadatak 49 \

Analitickom metodom izracunati Jakobijan matricu koja preslikava kretanje
pojedinih zglobova u kretanje zavrSnog uredaja za industrijskog robota

antropomorfne konfiguracije prikazanog na Slici 57.

| |

Slika 57 — Funkcionalna Sema antropomorfnog robota.
ReSenje:

Ukoliko se iskoristi reSenje Zadataka 31 moguce je dobiti jednacine direktne
kinematike:

x = COS(%)(lsCOS(QZ +q3) + IZCOS(QZ));
y = sin(q1)(lzcos(qz + q3) + 1,c05(q2)),
z = lgsin(q, + q3) + [;sin(qy).

Diferenciranjem datih jednacina kinematike po svim unutra$njim koordinatama
dobijaju se elementi Jakobijan matrice:

0x .

a—ql = —Sln(Ch)(lgCOS(CIz + q3) + IZCOS(qZ))’
Ox . ;

o = cos(q,)(—lzsin(qy + q3) — lysin(qy)),
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0x

3an = cos(q1)(—lssin(qs + q3)),

qs

30 = cos(ql)(l3cos(qz +q3) + ZZCOS(QZ))'
1
y . : ;

3, sm(ql)(—l3sm(q2 +q3) — lzsm(qz)),

dy . .
Fon = gm(ql)(—l351n(q2 + qg)),
qs

0z

aq,

)

62_

3 l3cos(qz + q3) + lyc05(qy),
qz

a_qZ3 = lzcos(qz + q3).
1z gore navedenih izraza mozemo napisati kompletnu Jakobijan matricu:
11 Jiz Jis
J= []21 J22 ]23],
31 J32 J33
Ji1 = —Sin(ch)(lsCOS(CIz +q3) + lzcos(qz)),
Jiz = COS(Ql)(—l35in(CI2 +4q3) — 1251'”(‘12))'
Jiz = COS(‘Il)(—le.Sin(QZ + CI3)):
J21 = cos(qy)(Izcos(qz + q3) + l;c0s(qy)),
Jaz = sin(qy)(—lzsin(qz + q3) — Lrsin(qy)),
Joz = Sin(CI1)(—l35in(Q2 + %)),
J31=0,
J32 = l3c0s(q2 + q3) + lc05(q2),
Jaz = lzcos(q2 + q3).
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Zadatak 50 \

Numerickom metodom izracunati Jakobijan matricu koja preslikava kretanje
pojedinih zglobova u kretanje zavrSnog uredaja za industrijskog robota
antropomorfne konfiguracije prikazanog na Slici 57.

Resenje:

Prema postupku iz Zadatka 48, potrebno je odrediti z—ose, odnosno ose rotacije i
pozicije koordinatnih sistema zglobova robota, gde su ose rotacije date sa:

0 sin(q,) sin(q,)
zZy = [O], z, = [—cos(ql)], Z; = [—COS(%)]-
1 0 0

U skladu sa Slikom 57, pozicije koordinatnih sistema su definisani kao:

0 l,cos(q1)cos(qy)
0,=0,=|0], 0, = |l,sin(q1)cos(q,) |,
0 l,sin(qz)

l,co0s(qq)cos(qz) + lzcos(qy)cos(qy + q3)
03 = | I;sin(q,)cos(qz) + I3sin(qy)cos(q, + q3) |-
lsin(qy) + I3sin(q, + q3)

Sada je moguc¢e posmatrati doprinose svakog zgloba na kretanje zavrSnog uredaja.
Kako je ovo konfiguracija sa tri stepena slobode, moguce je uticati samo na poziciju
zavr$nog uredaja ali ne i na orijentaciju. Prema tome, potrebno je i dovoljno
razmatrati samo doprinos zglobova linearnom kretanju:

Zglob 1 — rotacioni zglob:

Ji1 =2 X (0003),

0 l,cos(q1)cos(qz) + l3c0s(qq)cos(q, + q3)
Ji1 = [0] X [ l;sin(qq)cos(qz) + l3sin(qy)cos(qz + q3) |,
1 lsin(qy) + I3sin(qy + q3)

—sin(ql)(lgcos(fh +4q3) + IZCOS(CIZ))

Jii= cos(q1)(I3cos(q; + q3) + 1yco0s(qy)) |-
0
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Zglob 2 — rotacioni zglob:

Ji2 =21 X (0103):

sin(qy) lycos(qy)cos(qz) + l3c0s(qy)cos(q, + q3)
Ji2 = |—cos(qy) | X | lzsin(q1)cos(qz) + l3sin(gy)cos(q, + q3) |,
0 lysin(q;) + l3sin(q, + q3)

—cos(qq1)(I3sin(q, + q3) + I;sin(qy))
Ji2 = —Sin(CI1)(l35i"(CI2 +q3) + lzsm(QZ)) .
I3cos(q, + q3) + 1;c05(q,)

Zglob 3 — rotacioni zglob:

sin(q,) l3cos(q1)cos(qz + q3)
Jiz = 2; X (0,03) = | —cos(qy)| % |lasin(qr)cos(qz + q3) |,
0 l3sin(q; + q3)

—I3sin(q, + q3)cos(q,)
Ji3 = | —I3sin(qy + q3)sin(qy) |-
l3cos(q; + q3)

Kompletna Jakobijan matrica ima slede¢i oblik:

1 Jiz i3
J= []21 J22 123],
31 J3z J33
J11 = —sin(qy)(Iscos(qz + q3) + Lrcos(q2)),
J12 = cos(q)(~lssin(q, + q3) — lysin(q)),
J13 = c0s(q1)(~1ssin(qz + q3)),
Ja1 = cos(qy)(lzcos(qz + qs) + lyc0s(q3)),
Jaz = sin(q1) (=lssin(q, + q3) — Lysin(q,)),
J23 = sin(qy) - (=lzsin(qz + gq3)),

J31 =0,

97



Robotika — zbirka reSenih zadataka
J32 = l3c0s(qy + q3) + lycos(q,),

J33 = l3c0s(qy + q3).

Zadatak 51 \
Na Slici 58 je prikazan manipulator sa 2 stepena slobode ¢ije su duzine
segmenata [; = [, = 0.5m.

a) Odrediti komponente brzine zavrsnog uredaja X i y u koordinatnom
sistemu baze robota Oy-x¢Y¢Zo 1 u koordinatnom sistemu zavr$nog
uredaja 0,- x,Y,2,, za zadate brzine kretanja zglobova ¢, i g,.

b) Odrediti brzine zglobova g, i g, za zadate brzine kretanja zavrSnog
uredaja x = 1? iy=20 % u sledeca tri polozaja robota, gde se zavrsni
uredaj nalazi na x—osi koordinatnog sistema osnove:
1) g4 =60° g, =—120°,
2) q1=30° g, = —60°,
3) q1 =5° q, =—10°

¢) Odrediti pozicije singulariteta.

Yo I

Slika 58 — Ravanski manipulator sa dva stepena slobode.
ReSenje:

a) Najpre je potrebno odrediti komponente brzine zavr$nog uredaja X i y u
koordinatnom sistemu baze robota O, — xyV,Z 1 u koordinatnom sistemu zavr$nog
uredaja 0, — x,y,2,, za zadate brzine kretanja zglobova ¢; i ¢,. Potrebno je
izraCunati Jakobijan matricu koja ¢e dati vezu izmedu unutrasnjih i spoljasnjih
koordinata.
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Ukoliko se za manipulator sa dva stepena slobode u jednoj ravni odrede DH
parametre, moguce je nac¢i ukupnu matricu homogene transformacije od baze robota
do zavrS$nog uredaja.

01 di a; Qa;
| a 0 L 0
@ 0 L, 0

Iz tablice DH parametara se dobija odgovaraju¢a matrica homogene transformacije:

cos(q; +q) —sin(qy +qz) 0 licos(qy) + lcos(qq + qz)
H2 = |Si(@+q2)  cos(qi+4qz) O Disin(qy) + Lsin(g +q2) |
0 0 1 0
0 0 0 1

Za izraCunavanje Jakobijan matrice sada je potrebno odrediti parcijalne izvode
spoljasnjih koordinata po svim unutrasnjim koordinatama:

0x O0x
— = —I;sin(qy) — lysin(q, + q3), — = —1l,sin(q; + q,),
94, 1 q1 2 q1 T q; 394, 2 q1 T q>

dy dy
=— = lycos(qq1) + lyc0s(q1 + q2), —— = l,cos(q1 + q2).
99, aq,

Veza izmedu brzina u spoljasnjim i unutrasnjim koordinatama data je sa:
X =]Jq.

Zamenom dobijenih vrednosti matrica brzina unutrasnjih i spoljasnjih koordinata,
kao i Jakobijan matrice, dobija se:

[x] _ —lisin(qq) — lzsin(qy + q2)  —lysin(qq, + QZ)] [‘h]
y licos(qq) + lycos(qy +q2)  lcos(qr + qz) 1lg,)

X = (—115in(CI1) — lsin(q, + CIz))‘h — l,sin(qy + 42)92,

y= (11‘305((11) + lycos(qy + QZ))"h + 1,c05(q1 + 42)92,
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Dobijena brzina je iskazana u globalnom koordinatnom sistemu, odnosno u baznom
koordinatnom sistemu. Da bi se brzina zavr$nog uredaja prikazala u koordinatnom
sistemu hvataljke, potrebno je vektor brzine zarotirati za vrednost rotacione matrice
koja preslikava rotaciju od baze do zavrsnog uredaja. Ona je data sa:

, cos(qy +q;) —sin(q; +q;) O
Rj = |sin(q; +q2)  cos(q, +qz)  Of
0 0 1

Brzina po z osi je jednaka nuli zbog konstrukcije samog robota koji nema
moguénost da se krece po z osi. Brzina zavrSnog uredaja prikazana u O,-x,y,2, je
data kao:

y2| = [sinqy + q2) COS(‘h +q2)

X ICOS(ql +q;) —sin(qy + q2) OH ]
2 0

xp|  [xcos(qr+q2) —ysin(qr+qz) +2-0
y2| = |xsin(qy + q2) + y cos(q1 + q2) +z - 0.
Z.Z X'O+y'0+Z'1

xy = (=lisin(2q; + q2) — Lrsin(2q; + 242))q1 — Lrsin(2q; + 242) 4z,
v2 = (licos(2qy + q3) + 1,c05(2q1 + 2q3))q1 + 1,c05(2q1 + 2G3) 4,
z, = 0.
b) U ovom delu zadatka potrebno je odrediti brzine zglobova g4 i g, za zadate

brzine kretanja zavrSnog uredaja x = 1 % iy=0 ? u sledeca tri poloZaja robota gde
se zavr$ni uredaj nalazi na x—osi koordinatnog sistema osnove:

1) q, =60° q, =—120°,

2) q1 =30° g, = —60°,

3) g1 =5° g, =-—10°
Ukoliko je poznato kretanje u spoljasnjim koordinatama, odnosno brzina zavr§nog
uredaja, pritom je potrebno prerac¢unati brzinu u zglobovima, onda vazi izraz:

X=Jq = qg=J'X.
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Ukoliko je Jakobijan matrica kvadratnog oblika i nije singularna, odnosno broj
spoljasnjih koordinata je jednak broju unutraS$njih koordinata, moguce je
jednoznacno odrediti inverznu Jakobijan matricu:

1 .
=Tty adj(J),

]—1
det(J) = Ji1J2z — J12J21

det(J) = —ly1,sin(qy)cos(qq + q2) — 13sin(qy + g2)cos(q; + qz)
+ Ly lpsin(gy + q2)cos(qy) + 3sin(qy + qz)cos(qy + q2),

det(J) = l11,sin(q,),

an =4 5

l,cos(qq1 + q2) l,sin(qq + q2)

ajd = . . .
jdJ) —licos(qy) — lycos(qy + q2)  —lisin(qq) — lsin(qy + q2)

Posle sredivanja dobija se:

lycos(qqr + q2) lsin(qy + q2)
Jt= lil;sin(q2) lil;sin(q2) _
—licos(q1) — lco5(qr + q2)  —lisin(qq) — lzsin(qy + q2)
lil;sin(q2) lil;sin(qz)
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Robotika — zbirka resenih zadataka
Ukoliko se sada zamene brojne vrednosti za sva tri slucaja dobijaju se brzine u
zglobovima koje su potrebne da bi se realizovalo zadato kretanje.

Yo / Yo Yo

o -120° »
®._60° i
30° ——

60° 8
» Xo »Xo

Xo

Slika 59. Robot sa dva stepena slobode u tri razlicite konfiguracije.
1) g4 =60° g, =—120°
q=J"'X,

i=- 1 1025 —0.3330”3],

0.21651-0.5

ih] _ [—1.1547]
) ~ 123095 I

2) q1=30° g, =—60°

. ’ 1 _
= fh] _ 0.4330 0625] [(1)]

q,) ~ 0.21651-0.8660

[2]= 17
3) q1=5°% q,=-10°

-:[(h]z_ 1 104981 0.0436][1]
1= |4, 00434109962 0o llob

[c'h] _ [—11.4770
g,l ~ 1 22,9539 I

Moze se primetiti da se iz slucaja u slucaj robot kre¢e ka singularnom poloZzaju
(opruzen polozaj duz x—ose). Kada se robot nade u singularom poloZzaju, on gubi
jedan stepen slobode, u ovom slucaju nece biti moguce pomeriti robota po x—osi.
Takode se moze zakljuciti da prilaskom robota ka singularnoj poziciji, brzina u
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zglobovima raste za istu zahtevanu brzinu u spoljaSnjim koordinatama, Sto je
karakteristika blizine singularnih polozaja.

c) Singularitete je moguce naci ukoliko se odrede pozicije robota za koje ¢e
determinanta Jakobijan matrice biti jednaka nuli. Odnosno, tada Jakobijan matrica
nema potpun rang:

det(J) = l11;sin(q;) = 0.
Determinanta ¢e biti jednaka nuli ako vazi da je:

sin(qy) = 0= q, = km.

Zadatak 52 \
Naci polozaje singulariteta planarnog manipulatora sa tri segmenta Ciji su svi

zglobovi rotacioni.

Slika 60. Planarni manipulator sa tri stepena slobode.
ReSenje:

Sliéno kao i kod planarnog manipulatora sa dva segmenta, moguce je odrediti
poziciju i orijentaciju zavr$nog uredaja u zavisnosti od pozicija zglobova robota:

x = lycos(qy) + lcos(qq + q2) + I3c0s(q1 + q2 + q3),
y = lysin(qy) + lpsin(qy + q2) + I3sin(qy + g2 + q3),
Y=q,+q;+qs.

Iz gornjih izraza parcijalnom diferencijacijom moguce je odrediti Jakobijan matricu:
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11 J1iz i3
J=za J2z J23)
1 1 1
pri ¢emu su elementi Jakobijan matrice dati sa:
J11 = —lisin(qq) — Izsin(qq + q2) — I3sin(qq + q2 + q3),
J12 = —lpsin(qy + q2) — I3sin(qy + q2 + q3),
J13 = —lzsin(q; + q2 + q3),
J21 = licos(qq) + 1,c08(qq + q2) + Izcos(q1 + q2 + q3),
J22 = lyc0s(qq + q3) + 13c05(q1 + g2 + q3),
J23 = lzcos(qy + q2 + q3).

Za odredivanje singulariteta potrebno je odrediti za koje pozicije robota Jakobijan
matrica gubi pun rang, odnosno kada je njena determinanta jednaka nuli:

det(J) = Ji1J22J33 + J12J23)31 + J13J21)32 — Ur)2sfz2 + J12J21)33 + J13)2231),
det(J) = ll,sin(q,) = 0.

Determinanta ¢e biti jednaka nuli ako vazi:

sin(qz) = 0= q, = km.

Zadatak 53 \

Za planarnu konfiguraciju sa tri segmenta paralelnih osa rotacije
zglobova iz prethodnog zadatka odrediti brzine kretanja zglobova ¢4, g,
1 g3 tako da robot ostvari zeljeno kretanje zavrSnog uredaja datog sa
komponentama brzine x = 1?, y= 2?, 1 da se pritom minimizuje
Euklidska razlika brzina zglobova. Duzine segmenata su: [ = [, = I3 =
0.5 m, a pozicije zglobova u tacki od interesa: q; = 30°, g, = 45°1q; =
60°.
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Resenje:

U ovom zadatku broj stepeni slobode kojima je potrebno upravljati je manji nego
broj stepeni slobode koji poseduje manipulator. To znaci da je manipulator
redudantan, odnosno broj jednacina koje opisuju direktnu kinematiku je veci od
broja nepoznatih koje opisuju sistem, te je teorijski moguce odrediti beskonacan
broj reSenja. Jedan nacin za izbor reSenja jeste minimizacija Euklidske norme brzine
kretanja zglobova robota.

Resenje se moze dobiti metodom Lagrazovih multiplikatora:

AQ) =(@Tq+2"Jq—X),
gdejed=[A 2A,].

e e . A . .
Izraz ¢e biti minimalan kada je %= 0, i u tom slucaju je:

2q+JTA=0,
odakle se dobija da je:
- —JTA
q9=—
Ukoliko vazi da je:
T
x=yq=12L2
posle sredivanja se dobija:
A=-20J")7'X,

pod pretpostavkom da (JJT) ™! postoji.

Ukoliko se poslednji izraz uvrsti u izraz za q dobija se:
q=J"UI")X,
q=J5 X
pri ¢emu se JT (JJT) ™! naziva desnim pseudoinverznim Jakobijanom i obeleZava se

sa JbS.
105



Robotika — zbirka reSenih zadataka
Kada se sve brojne vrednosti zamene u gornji izraz, dobija se brzina zglobova koja

¢e zadovoljiti prethodne uslove:
e x
a=|a|=ranf)
as

pri ¢emu je Jakobijan matrica ovog manipulatora prikazana u Zadatku 52.

_ 1.7794 | 104
q=|-21311|—
—3.2546] S

Zadatak 54 \

Za konfiguraciju sa dva stepena slobode prikazanu na Slici 61, odrediti brzine

zglobova q; 1 g, tako da se minimizuje odstupanje od Zeljenog kretanja
~ . S m . m . . m e

zavrSnog uredaja datog sa X = 3?, y=2 S 1Z= 1 o DuzZine segmenata su

ly =1, =05m, a pozicije zglobova u trenutku u kome se minimizuje

odstupanje su q; = 30°1 g, = 45°.

Slika 61 — Robot sa dva stepena slobode.

ReSenje:

U ovom slucaju broj stepeni slobode zadatka koji robot izvr§ava je veci od broja
stepeni koje mozemo direktno da upravljamo, pa se moze desiti da ne postoji q koje

¢e obezbediti zeljeno kretanje.
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Shodno tome potrebno je minimizovati srednju kvadratnu gresku pracenja zadatog
kretanja. Neka je vektor g* onaj set brzina unutrasnjih koordinata za koji je srednja
kvadratna greska:

G=e’=(q -X)"(Jq ~X),
minimalna. Ukoliko se prethodni izraz razvije, dobija se:
6=0q)"Uq) - 2X)"Jq" + X"X.

Da bi se greska minimizovala, gornji izraz je potrebno diferencirati i izjednaciti sa
nulom:

66

q . .
~*T (T _ Try *) —

odakle se nakon sredivanja dobija:
ana =J"x,
odnosno:

=0 NYX,

pod uslovom da (JTJ)™! postoji. Pritom se (JTJ)"1J7 naziva levim pseudo
inverznim Jakobijanom i skraceno se zapisuje kao J©5.

Za prikazan manipulator Jakobijan matrica je data sa:

—l,cos(qy)sin(q,) —lycos(qy)sin(q,)
J = | Lycos(qi)cos(qz)  —Ipsin(qq)sin(qy) |-
0 lycos(q2)

Kada uvrstimo sve brojne vrednosti u gornje izraze dobija se brzina zglobova robota
koja ¢e u datom trenutku da obezbedi minimalno odstupanje od Zeljenog kretanja
zadatog u spoljasnjim (funkcionalnim) koordinatama:

.. _[0.6563 JTad
-3.67421 5
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Dinamika

Da bi se ostvarilo Zeljeno kretanje robota i/ili savladalo
neko statiCko opterecenje kome je robot izloZen,
potrebno je odrediti kolike momente, odnosno sile treba
ostvariti u pogonima robota. Sa druge strane, potrebno je
predvideti kretanje robota ukoliko se primene
odgovarajuci pogonski momenti odnosno sile. Odgovore
na ova pitanja, koji se nalaze u modelima dinamike
robota, Citalac moze naci u zadacima ovog poglavlja.
Osim ovde navedenog inverznog i direktnog problema
dinamike, u zadacima se primenom Njutn-Ojlerovog i
Lagranzovog pristupa procenjuju inercijalni efekti,
brzinski efekti (centripetalni i Koriolisov) i efekti
gravitacije kod robota koji su cesto i predmet
izraCunavanja kod naprednih upravljackih algoritama
robota.
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Zadatak 55 \

Odrediti staticko opterecenje pogona u zglobovima robota usled gravitacije za
proizvoljan polozaj minimalne konfiguracije:

a) SCARA robota,

b) Cilindri¢nog robota,

¢) Antropomorfnog robota.

ReSenje:

Na pocetku je potrebno razmotriti koje sile i momenti deluju na segmente
manipulatora koji je stati¢an i na kojeg ne deluju nikakvi spoljasnji uticaji. Jedino
opterecenje koje ¢e se pojaviti u zglobovima jeste ono od same tezine manipulatora.
U opstem slucaju, na i—ti segment robota deluju sile i momenti kao $to je prikazano
na Slici 62.

Zi Fi1,i -Fiji+1 Zi

-Mii+1

Oi : Oi+1
Zo

Oo Yo

Slika 62 — Sile i momenti koji deluju na i-ti segment.

Kako je posmatrani sistem u ravnotezi, moze se opisati sa dve vektorske jednacine:
YF; =0iXM; = 0. Odnosno:

XF;=0=>F;_ ;- F;;41 +mg =0,
IM;=0=>M;_1;— M1 — (Pimq,i + 7)) XFioq; + (—Ti¢) X (=F;41) = 0.

Kako na manipulator ne deluju nikakve spoljasnje sile i momenti (ne postoji kontakt
sa okolinom), mozZe se smatrati da vazi daje My 41 = 01 Fp 49 = 0.
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Moment koji ¢e se usled gravitacionog dejstva javiti u zglobu moguce je zatim
odrediti kao:

e 1;=12z_, F;_,;—zatranslatorni zglob.
e 1;,=12_, M;_y;—zarotacioni zglob.

a) SCARA robot

Slika 63. Funkcionalna Sema SCARA robota sa dejstvom gravitacije.

Kako manipulator nije u kontaktu sa okolinom vazi da je M3, = 01 F3, = 0.

Sada je potrebno postaviti jednaCine ravnoteze za sve zglobove minimalne
konfiguracije i izraCunati odgovarajuce sile i momente koji deluju na zglobove
robota usled njegove teZine.

1) Prvisegment:
ZFl =0=>F0,1_F1'2+m1g= 0

IMi=0=>My, —M,, — (o1 +71c) XFo1+ (—Tyc) X (—F12)=0

2) Drugi segment:
ZFZ = O = F1,2 —F2,3 +ng = 0

My =0=> M, — M, — (ry, + rZVCZ) X Fy,+ (—rZVCZ) X (=F,3) =0

3) Treéi segment:
ZF3 - 0=>F2,3+mgg= 0
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2M3 = 0 = M2'3 - (T2,3 + 1"3'63) X F273 == 0

Pre nego $to se iz prikazanih jednacina izracunaju potrebne sile i momenti, potrebno
je odrediti vektore koji odreduju rastojanja od centra zglobova do centra mase

segmenta, kao i rastojanja od jednog do drugog zgloba.

licos(g1)]
o1 =

l,cos(q1 + q2)
ri; =

lisin(qqy) |» lsin(q; + q2) |
0 | 0
1
0 —ECOS(%)
1'2’3 = 0 ) Tll = ll i A
L+ as = |- sintan)
0
l, 0
— - cos(ay +qz) 0
r = l , r = .
He —5251'"(‘11 +4z) e bt
2

0

Pri ¢emu je uzeta pretpostavka da su segmenti manipulatora homogeni i da se centar
mase svakog segmenta nalazi na njegovoj sredini.

1z jednacina prikazanih za tre¢i zglob se moze odrediti:

0
Fy3=-m3g=| 0 ]'
mszg
AR
M2’3 = (1‘2,3 +1‘3’C3) XF2,3 = l3 +q3 X ! 0 ] = 0]
> mszg 0

Odakle se dobija opterecenje treceg zgloba:
0
0
msg

73=25 -F,3=[0 0 1]! = msg.

Ukoliko se sada vrednosti sila i momenata koje deluju na tre¢i zglob uvrste u
jednacine ravnoteze za drugi zglob dobija se:
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0 0 0
F1'2=F2,3_m2q= 0 + 0 = 0 ],
mszg m,g (my + m3)g

M, =M,;+ (r1,2 + rz,cz) XFqiy— (—rz,cz) X (—Fz,3);
l,
COS(‘h +q2)
l,
(m; + mg)g] 2 sm(q1 +42) [ m3g
(my + 2m3)l;sin(qy + q2)g

2
My, =|—(m; + 2m3)l,cos(q, + q2)g |

| : |

Odakle se dobija opterecenje drugog zgloba:

L,
—cos(q1 + q2)

0] |2
Ml,Z =|0|+ l
0 —sm(q1 + QZ)

0

(m, + 2m3)l;sin(qy + q2)g
2
T,=2] My, =[0 0 1] —(my, + 2m3)l,cos(q, + q3)g| = 0.

2
0

Ukoliko se sada uvrste dobijene sile i momenti za drugi zglob u jednacine prvog
zgloba, dobija se:

0 0 0
Fo1=Fi,—mg= 0 +1 0 |= 0 ,
(my + m3)g mig (my + my + m3)g

My, =M, + (7”0,1 + 7”1,c1) XFyq— (—r1,c1) X (—F1,2),

(my + 2my)l,sin(q, + q2)g I
: 2 cos(q)

M, =|—(my + 2my)lycos(q; + q2)g |+ L X
> Sln(q1)

0 0

L

2 cos(ar) 0 ",
=L . x 0 = M|

Esm(ql) —(m, + m3)g 0

0

: l
(my + my + m3)g
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gde je:
M. = g(lisin(qy)(my + 2my + 2m3) + bpsin(qy + q2) (M, + 2my)
1 2 )
M. = —g(lycos(q1)(my + 2my + 2m3) + lcos(q1 + q2)(my + 2m3)
2 - .

2
Odakle se moze dobiti opterecenje prvog zgloba usled delovanja gravitacije:
T = Zg .MO,I = 0.

b) Cilindri¢ni robot

Z>

Slika 64 — Minimalna konfiguracija cilindricnog robota.

Kao i za prethodni slu¢aj, manipulator nije u kontaktu sa okolinom.

Jednacine ravnoteze su identi¢ne kao i u prethodnom slucaju pa nema potrebe pisati
ih iz pocetka. Jedina stvar koja se razlikuje jeste konstrukcija robota, odnosno
rastojanja izmedu zglobova, kao i rastojanja izmedu zglobova i centra mase
segmenata. Takode, vektori rotacije/translacije zglobova su orijentisani na u skladu

sa konfiguracijom robota:

0 0
7"01—[0]' ri, = 0 )
Ly l, +q;
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(Is + g3)cos(y) :
(3 + Q3)Si”((h)]' Tie = 1|

rys3 =
0 — —
2
0 _ (I3 + g3)cos(q,)
0 2
rz,Cz = lz + qz ) r3,C3 = _ (l3 + Q3)Sln(q1) )
- 02

Ukoliko se sada krene od jednacina za poslednji zglob, dobija se:

0
Fy3=-m3g= 0 "
msg
l3+q3
"% cosia)| [ o
M2_3=(r2'3+r3'C3)XF2,3= l3+4q; . X[ 0 ]'
) sin(qq) msg
0
g3 + q3)mssin(q,)
2
M;; = _g(l3 + q3)mzcos(qy) |
2
0

Sada se moze odrediti opterecenje tre¢eg zgloba usled dejstva gravitacije kao:

0
T3=Z£'F2,3=[1 0 0]| 0 ]=0-

msg

Ako se sada dobijene sile i momenti uvrste u jednacine ravnoteze drugog zgloba,
dobija se:

Fi,=F;3—myg=

0
0 ]
(my + m3)g
115



Robotika — zbirka reSenih zadataka
M,=M,;+ (r1,2 + rz,cz) XFqiy— (—rz,cz) X (—Fz,3);

0 0

0 0 0 0
M1'2:M2'3+ l + X 0 ]_ l + X 0 ]:M2,3'
2T 12 (m, +m3)g 279 —msg

Iz prethodnih izraza moguce je odrediti opterec¢enje drugog zgloba:

0

0 ‘ = (my +m3)g.
(my +m3)g

;=21 Fip=[0 0 1]

Iz jednacina ravnoteze za prvi zglob moguce je dobiti sledece:

Fo1=F;,—mg=

0
0 ]
(my + my + m3)g

My, =M, + (7”0,1 + 7”1,c1) XFoq— (—7'1,c1) X (—F1,2),

(my + my + m3)g

0 0 0 0
0 0
M0,1=M1’2+ l]_ X O - ll X[ 0 ]=M1,2'
B —(my +m3)g

Moguce je odrediti opterecenje prvog zgloba kao:

g3 + q3)mzsin(q,)
2
T, =2y Mg, =[0 0 1] _g(l3 + g3)mscos(q,) | = 0.

2
0

¢) Antropomorfni robot

Kao i u prethodnim slu¢ajevima, manipulator nije u kontaktu sa okolinom i vaze sve
opsSte jednacine ravnoteze u zglobovima. Karakteristicna su rastojanja izmedu
zglobova, rastojanja izmedu zglobova i centara mase segmenata, kao i orijentacija
osa rotacije.
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Slika 65 — Funkcionalna Sema antropomorfnog robota.

0 l,cos(qq)cos(qz)
o1 =101, 112 = [lzsin(q1)cos(qz) |,
Ly l,sin(q,)
0
l,cos(qy)cos(qz + q3) 0
ry3 = |lasin(qi)cos(qz + q3) |, i = 1)
lsin(q, + q3) )
[ l;c0s(q1)cos(q2) [ lycos(q1)cos(qz + q3)]
2 2
r _ lsin(q1)cos(qz) r _ lsin(q1)cos(q, + q3)
2,0 — | — 2 ) 3c3 — | — 5 .
_ lsin(q;) _ l,sin(q; + q3)
2 . L 2

U skladu sa postupkom na primeru prethodna dva robota, ako se izvedeni izrazi
uvrste u jednacine ravnoteze, dobija se:
0
0
mszg

F2,3 =

)
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glsmscos(q, + q3)sin(q,)
2
M;; = _gl3m3cos(q2 + q3)cos(qy) |
2
0

glzmscos(q, + q3)sin(qy)
2
T3=25 -My3=[0 -1 0] _gl3m3cos(q2 + q3)cos(qq) |

2
0

_ glsmscos(qz + g3)cos(qy)
T3 = 2 )

F1,2 =

0
0 ‘
(my +m3)g

_ gsin(ql)(lzmzcos(qz) + 2l;m3cos(q,) + l3mzcos(q, + ‘h))
2 )

_gCOS(Q1)(lszCOS(CI2) + 2l,m3cos(qy) + l3mzcos(q, + CI3))

M1,22 = 2

Opterecenje drugog zgloba se moze napisati kao:

L= gcos(qy)(lamacos(qy) + 21;msc0s(q,) + lzmscos(qs + q3))
2= :
2

0
0
(my + my + m3)g

F0,1 =

)
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gde je
M. — gsin(q1)(lymycos(qz) + 2l;mzc05(q,) + lzmzcos(qa + q3))
01, = > :
M. = gcos(q1)(lymycos(qz) + 2lymzc0s(q,) + lzmzcos(qy + q3))
01, =~ > :

Iz prethodnih primera se moze zakljuciti da, ukoliko je vektor momenta
gravitacionih optere¢enja kolinearan sa osom zgloba, dato optereéenje se u
potpunosti mora kompenzovati pomocu aktuatora. Ukoliko je vektor momenta
gravitacionih optere¢enja normalan na osu zgloba, dato optereéenje ¢ce se
kompenzovati kroz mehanicku strukturu robota i motori neée morati da ga
kompenzuju. Ako je polozaj vektora opterecenja izmedu ova dva slucaja i zaklapa
neki ugao (razli¢it od kmr /2, gde je k ceo broj) sa osom zgloba, jedan deo opterecenja
¢e primiti sama konstrukcija, dok ¢e se ostatak kompenzovati kroz odgovarajuci
pogonski momenat ili silu.
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Zadatak 56 \
Na Slici 66 je prikazan planarni manipulator sa dva rotaciona zgloba cije su
duzine segmenata l; i ;. Ukoliko na zavrsni uredaj deluju sila i moment
predstavljeni Sestokomponentnim vektorom F,,;, odrediti potrebne pogonske
momente koji ¢e kompenzovati dejstvo sile i momenta u funkciji pozicija
zglobova robota i F .

Slika 66 — Ravanski manipulator sa dva stepena slobode na koga deluje sila F.
ReSenje:

Pretpostavimo da se robot nalazi u stanju mirovanja u trenutku kada na njegov
zavr$ni uredaj deluje opterecenje F ;. Pogonske momente koji uravnotezavaju ovo
opterecenje oznadi¢emo sa Tg.

Kako bismo nasli relaciju izmedu spoljaSnjeg optere¢enja koje deluje na
manipulator i pogonskih momenata, potrebno je uvesti princip virtuelnog rada i
virtuelnog pomeraja. Virtuelni pomeraj u zglobu robota §¢q; izaziva linearno 6 Xy i
ugaono d @y virtuelno pomeranje zavr$nog uredaja. Ukoliko se pretpostavi da je
robotski mehanizam bez tezine (ne posmatramo uticaj gravitacije), i da na
manipulator u kontaktu sa okolinom deluje moment —M,, .4 1 sila —F,, .4, pri
¢emu je pogonski moment u zglobu koji uravnoteZuje optereCenje 7p,, onda je

moguce definisati virtuelni rad na slede¢i nacin:

W =15, 8q; + 1,860, + - + 15, 0y + (—Fpns1) Xy + (=M 011) 6Dy

Ukoliko je sistem u ravnotezi, virtuelni rad je jednak nuli, odnosno:

ow =tkéq — FT,.6X = 0.
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Kako promenljive §q 1 6X nisu nezavisne, ve¢ vazi relacija §X = Jéq,prethodni
izraz moguce je napisati u slede¢em obliku:

Sw = TE(Sq - ngt](sq = (Tr _]TFext)(sq = 0.
Kako je virtuelni pomeraj razli¢it od nule, da bi prethodna jednakost bila ta¢na, mora
vaziti da je:
=] TF ext:

Ako sada uzmemo u obzir geometriju robota sa Slike 66, Jakobijan matrica ovakvog
manipulatora je data sa:

—l; sin(qy) — I sin(qy + q;) —Iysin(qy + qz)
l cos(q1) + 1 cos(qq + q2) 1 cos(qq + q2)
0 0

0 0
0 0
1 1

Ukoliko potom uvrstimo Jakobijan matricu u prethodni izraz, dobijamo potrebne
momente za kompenzaciju spoljasnje sile i momenta:

—_ T
Tp =J Fext,

7. — —F,(ly sin(qy) + I; sin(qy + q2)) + F,(1; cos(qq) + I cos(qy + q2)) + M,
F —FE.l,sin(q, + qz) + E,l; cos(q; + q2) + M, '

Zadatak 57 \
Na Slici 67 je prikazan robot sa Sest stepeni slobode, gde je tre¢i zglob
translatorni, a ostali rotacioni. U konfiguraciji robota kao na slici, na zavrSni
uredaj robota deluje staticka sila F (momenti interakcije su zanemarljivi). Robot

poseduje senzore sile/momenta u svakom zglobu pomocu kojih moze da meri
dejstvo sile/momenta pri kontaktu. Senzori sile/momenta u prva tri zgloba
pokazuju merenja: t; = 0,7, = 100Nm i r3 = 50N. Odrediti
a) Silu F koja deluje u tacki P,
b) Ocitavanja sa senzora sile i momenta kada bi on bio montiran
izmedu sfernog zgloba robota i zavr$nog uredaja kao na slici.
Duzine segmenatasuly =1, =3 =1, =l =1l = 0.1 m.
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Xo

Yo

Senzor

Slika 67. Funkcionalna Sema robota sa 6 stepeni slobode.
Resenje:

a) Da bismo odredili silu kontakta u tacki P, moramo na pocetku odrediti
Jakobijan matricu preslikavanja od koordinatnog sistema baze robota do tacke P.
Kako bismo to uradili neophodno je da postavimo DH parametre manipulatora i da
izratunamo matricu homogene transformacije od baze robota do zavr$nog uredaja.
Funkcionalna §ema robota u nultom polozaju sa ucrtanim koordinatnim sistemima
data je na Slici 68.

VA Za

Slika 68 — Funkcionalna sema robota sa 6 stepeni slobode sa ucrtanim koordinatnim sistemima
prema DH notaciji.
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Tablica DH parametara za ovakav manipulator je:

0; d; a; a;
1 1 I 0 —m/2
2 q 0 0 /2
3 0 s + Iy + L3 0 0
4 qa ly 0 —1/2
5 qs 0 0 /2
6 s Is + g 0 0

Kada se izracuna matrica homogene transformacije od baze robota do zavrSnog
uredaja, moguce je odrediti poziciju i1 orijentaciju zavrSnog uredaja, Cijom se
diferencijacijom moze odrediti odgovaraju¢u Jakobijan matricu. Kako na zavr$ni
uredaj ne deluje nikakav moment, mozemo posmatrati samo linearni deo. Prema
tome, odgovarajuca Jakobijan matrica, za konfiguraciju u kojoj se robot nalazi, se
moze napisati u slede¢em obliku:

0 02 -1
] = [—0.3 0 0 ]
0 03 0

Eksterna sila koja deluje na zavr$ni uredaj se moZze odrediti kao:

1 —50
For = (M) t|12| =[-3.3333 100
T3 0 3. 3333 0. 6667 366. 6667

b) Senzor sile i momenta se nalazi montiran izmedu sfernog zgloba i zavr$nog
uredaja robota na rastojanju lg (Slika 69). Ukoliko znamo kontaktnu silu i moment
koji se ostvaruju na mestu kontakta, potrebno je taj vektor sile i momenta
transformisati u koordinatni sistem senzora kako bi se dobile vrednosti o¢itavanja
sa senzora.

Transformacija vektora sile i momenta izmedu dva koordinatna sistema i i j je data
matricom:

F, =TJF,

[ R o

T lwirl RpJ
WiRi Rl
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Pri ¢emu matrica R{ predstavlja matricu rotacije izmedu dva koordinatna sistema,

a matrica W{ predstavlja matricu rastojanja, tako da je:

0 -d, d,
w!=|d, 0 —d,|.
—-d, dy O

Robot sa senzorom je prikazan na Slici 69. U odnosu na referentnu konfiguraciju
datu na Slici 69, moguce je proceniti pozicije zglobova q; = 0,q, = —g, qz =

0,44 = 0,95 =7,q6 = 0.

Z
s ZH
Senzor

Slika 69 — Funkcionalna Sema robota sa 6 stepeni slobode sa senzorom momenta/sile.

Za konfiguraciju prikazanu na Slici 69 matrica rotacije, matrica rastojanja i kona¢no
transformaciona matrica su definisane kao:

1 00
R5=010],
0 0 1
0 —lg 0
W,S_,=[l6 0 0],
0 0 0
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1 0 00 0 0
0 1 00 00

rs=|0 0 1000
0 -, 01 00
b, 0 0 0 1 0
0 0 00 0 1

Kona¢no, izvrSavanjem transformacije vektora sile i momenta u koordinatni sistem
senzora, moguce je dobiti ocitavanje senzora kontaktne sile:

1 0 00 0 0 —50 ~50 N
0 1 00 0O o0 ON

Fo=TSE,=|0 0 1 0 0 013666667 _|366.6667N|
0 -01 0 1 0 0ff o 0 Nm
o1 0 00 1 o/ o ~5Nm
o o oooul o I L onm !

Zadatak 58 \

Dokazati da se pravac glavnih osa elipsoida brzine (manipulabilnosti) i elipsoida
sile poklapaju, dok su njihove dimenzije u obrnutoj proporciji.

Resenje:

Ukoliko se posmatra kretanje robota u prostoru unutrasnjih koordinata, kod koga su
brzine u zglobovima normalizovane, vazi da je:

q'q=1
Ukoliko je poznato da vazi g = J* (q)X , zZamenom u prethodni izraz se dobija:
XTgHIHX =1,
gde je JT pseudo inverzna matrica Jakobijan matrice, pa se dobija da je:
XTgJHx = 1.
Gornji izraz predstavlja tacke na povrSini elipsoida brzine u prostoru zavr$nog
uredaja. Za slucaj redudantnih robota, brzine u zglobovima se preslikavaju unutar

ovog elipsoida. Za slucaj neredudantnih robota, brzine zglobova se preslikavaju na
povrsinu datog elipsoida.
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U pravcu duZe ose elipsoida brzine (manipulabilnosti), robot ima moguénost da

razvije vecu brzinu, dok u pravcu krace ose elipsoida brzine, robot nema moguénost
da se kre¢e tako velikom brzinom. Kako se oblik elipsoida priblizava sfernom
obliku zavr$ni uredaj ¢e moc¢i da postigne jednake brzine duz svih pravaca
operativnog prostora.

1z jednacine elipsoida moguce je zakljuciti da ¢e oblik i orijentacija elipsoida zavisiti
od centralnog ¢lana izraza (JJT) ™1, koji ujedno predstavlja i konfiguraciju robota.

Glavne ose elipsoida se mogu odrediti iz sopstvenog vektora u; matrice (JJ7)™1,
dok su dimenzije osa odredene pomoéu singularnih vrednosti matrice (JJ7)?.

Globalna mera manipulabilnosti se moZze odrediti odredivanjem zapremine
elipsoida:

w(q) = ydet(JJ"),

pri éemu za neredudantne robote vazi w(q) = |det(JJT)|. Moze se zakljugiti da ¢e
uvek vaziti w > 0, osim u tackama singulariteta kada je w = 0. Zbog ove osobine
se Cesto mera manipulabilnosti uvodi kao mera udaljenosti od singularnih
konfiguracija.

Pored elipsoida brzine, moguce je odrediti i elipsoid sile, odnosno naci zavisnost
momenta u zglobovima od moguce primenljive sile u zavr$nom uredaju.

Ako je poznato da vazi:

=1,

i koriste¢i poznatu relaciju T = JT F, dobija se da je:
FTgJhF =1,

Sto predstavlja elipsoid sile.

Moze se videti da centralni Clan gornjeg izraza predstavlja inverznu matricu
centralnog €lana izraza za elipsoid brzine.

Ovim je pokazano da se glavne ose ova dva elipsoida poklapaju, dok su njihove
dimenzije u inverznoj proporciji.

Odnosno ukoliko manipulator ima duz neke ose dobre performanse po pitanju
brzine, performanse po pitanju ostvarivanja sile nece biti dobre, 1 obratno.

Na Slici 70 su prikazane tri konfiguracije robota sa ucrtanim elipsoidima brzine i
sile.
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1.5 l . . r . l
—0—q; = 60°, g2 = —120°,
—0—q; =45°,q2 = —90°

— g1 = 30°,¢2 = —60°
elipsoid brzine

— = =ce¢lipsoid sile

Slika 70 — Manipulator sa dva stepena slobode sa ucrtanim elipsoidima manupulabilnosti i sile.

Zadatak 59 \
Na planarni manipulator sa dva stepena slobode, ¢ije su duzine segmenata
jednake 1 iznose 0.5m, deluje sila dok on miruje u poziciji
q1 = % rad i q, = —% rad (Slika 71). Robot poseduje senzor sile i momenta

koji se nalazi na udaljenosti 0.1 m od zavrSnog uredaja. Merenja senzora
pokazuju vrednosti sile F, = =5 N i F, = —10 N. IzraCunati:
a) Silu interakcije robota i objekta,
b) Pogonske momente u zglobovima koji ¢e se javiti kao posledica
delovanja spoljasnje sile na manipulator.
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A
Y

Slika 71 — Manipulator sa dva stepena slobode na koji deluje spoljasnja sila.
Resenje:

a) Delovanje sile zabelezeno je u koordinatnom sistemu senzora sa
koordinatnim pocetkom 0,,,,,,,. Kako robot sa okolinom interaguje svojim zavr$nim
uredajem, potrebno je izvrSiti transformaciju vektora sile i momenta u odgovarajuci
koordinatni sistem. Na ovaj nacin se dobija prava informacija o intenzitetu i pravcu
delovanja eksterne sile i momenta koji deluju na zavr$ni uredaj robota.

Matrica transformacije vektora sile i momenta je data kao:

uvw

TU W _ Rx1y1l1 0

X1Y1Z1 — Wuvw  Rpuvw RUvW
X1Y1Z1""X1Y121 X1Y121

Sa date slike je moguce odrediti matricu rotacije kao i matricu rastojanja izmedu
dva koordinatna sistema izmedu kojih se vrs$i transformacija vektora sile i momenta:

1 0 0
Rgfﬁ)‘ylzl 0 1 0f
0 0 1
0 0 0
wiy,. =0 0 o01f
0 =01 O
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odnosno matrica transformacije se moze napisati u slede¢em obliku:

1 0 0 O

0 1 0 0

quw |0 0 1 0
X1Y1Z1 0 0 0 1
0 0 01 0

0O -01 0 O

0

(el e el e)

0

_ o o oo

Kada je poznata matrica transformacije ukupan vektor sile i momenta koji deluje na

zavr$ni uredaj, dobija se:

1 0 0O 0 0 Ojr-5 -5
0 1 0O 0 0 O0}]—-10 -10
0 0 1 0 0 0]l o 0
Fi=TeyaFec =g o o 1 0 ol 0o |7 o
lO 0 01 0 1 04l O 0
0 -01 0 0 0 1iL 0 1
b) Sada je potrebno izraCunati pogonske momente u zglobovima koji ¢e se

javiti kao posledica delovanja spoljasnje sile na manipulator. ReSenje ovog dela
zadatka moguce je uraditi na dva nacina. Prvi nacin je da se posmatra delovanje sile

i momenta na zavr$ni uredaj robota i da se odredi Jakobijan matrica za celokupan
manipulator. Drugi nacin je da se robot posmatra samo do senzora sile i momenta i

da se u tom slucaju posmatra vektor sile i momenta u koordinatnom sistemu senzora.

Analogno prvom slucaju, potrebno je odrediti Jakobijan matricu od baze robota do
senzora pa onda izraCunati potrebne pogonske momente.

Prvi slucaj:

Jakobijan matrica manipulatora je data sa:

—l; sin(qy) — I sin(q; + q;) —I;sin(q; + qz)
I cos(qy + q2)

l; cos(qy) + I, cos(qq + q2)

Ji= 0

0
0
1

0

0
0
1

129



Robotika — zbirka reSenih zadataka
Ukoliko se zamene broje vrednosti, Jakobijan matrica ima oblik:

—-0.3536 0

0.7536 0.4

B 0 0
]1 - 0 0 "

0 0

1 1

Momenti koji se javljaju kao posledice delovanja eksterne sile na zavrsni uredaj

robota se mogu dobiti kao:
—0.3536
0. 8536 l [10

~5.767
e=JTF, = ol [568

0
l 0
1
Drugi nacin:

Jakobijan matrica za deo manipulatora do senzora sile i momenta je data sa:

—l; sin(qy) — (I; — 0.1) sin(q; + q2) —(l; — 0.1)sin(q; + q;)
ly cos(qy) + (I; = 0.1) cos(q; + q2) (I — 0.1) cos(qy + q3)
0 0

]qu -

0 0
0 0
1 1

Ukoliko se zamene brojne vrednosti, Jakobijan matrica ima oblik:

—0.3536 0
0.7536 0.4
0 0
Juow = 0 ol
0 0
1 1
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Momenti koji se javljaju kao posledice delovanja eksterne sile izmerene u
koordinatnom sistemu senzora mogu dobiti kao:

—0.3536

0. 7536 —10
0 0 —5. 7678
T:];I;vauvw: 0 0 ]N
0 0
1 0

0
1

Na ovaj nacin je pokazano da je moguce odrediti potrebne pogonske momente na
osnovu merenja sa senzora i bez prethodnog izracunavanje vektora sile i momenta
koji deluje na zavrsni uredaj robota.

Zadatak 60 \
Na Slici 72 je prikazan planarni manipulator sa dva stepena slobode, ¢iji su
segmenti duzina l;, odnosno [, i masa m;, odnosno m,. Koriste¢i Njutn-Ojlerov
pristup, odrediti jednacine kretanja ovog manipulatora i prikazati ih u formi
pogodnoj za dinamiCku analizu. Pretpostaviti da su mase segmenata robota
skoncentrisane na krajevima segmenata kao na Slici 72.

A
Y

Slika 72 — Manipulator sa dva stepena slobode.
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Resenje:

Potrebno je odrediti jednacine kretanja za jedan segment robotskog mehanizma.
Kretanje se moze razloziti na translatorno i rotaciono kretanje. Segment robotskog
mehanizma se moze smatrati krutim telom, a ukoliko je tacka C; centar mase
segmenta jednacine koje opisuju kretanje i-tog segmenta mogu se napisati u obliku:

XF;=0=>F;_ ;= F;jys —mivc, + mig =0,
IM; =0>M;_; =M1 +7ic, XFijp1 —Timqc; X Fiog; — Liw; = 0.

Ukoliko se za svaki segment napiSu odgovarajuce jednacine, dobija se:
1) Prvisegment:
Fo1—Fy, —mve, +myg =0,

My, —My,+1rc XFip;—7oc, XFoy —lLw; =0,

2) Drugi segment:
Fi; —Fy3—myve, + myg =0,

My, —My3+710, XFyz =11, XFp— Lw, = 0.
Ukoliko se manipulator krece slobodno kroz radni prostor, odnosno ne postoji
interakcija sa okolinom, vazidaje F,3 = 01 M, 3 = 0.

Potrebno je odrediti vektore koji definiSu rastojanja izmedu zglobova i centra mase
segmenta kao i uvesti nekoliko smena kako bi jednacine bile prikazane u pogodnom
obliku:

My, =1, M, =1, W = ‘hy W, = Q2»
l; cos(qy) 0 [, cos(qy + q2) 0
Toc, = [lisin(qy) [ T1c, = [0],T1c, = |l sin(qq + q2) | T2c, = [O]-
0 0 0 0

Takode, potrebno je odrediti vektor brzine i ubrzanja centra segmenta u funkciji od
pozicija unutrasnjih koordinata:

Ve, = Ycl - l; cos(q1) q1

. d
Xe, T (I cos(qq)) [—ll sin(qy) Ch]
¢ 0

d .
a (11 sin(q4))
0
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—1; sin(q,) q; — 13 cos(q,) Q%

Ve, = | 1 cos(qy) 1 — by sin(qy) g1 |
0

. d 1
Xe, IT: (14 cos(qq) + 15 cos(qy + q2))

vcz = YCZ =

d f
0 I (1 sin(qq) + I sin(qy + q3))

0

—l; sin(qy) q1 — Iy sin(qy + q2) (g1 + q2)]
1y cos(q1) g1 + 1y COS(611 +qz) (g1 + c12)

szx
vczy

ve,, = —lsin(qy + q2)(q1 + q2) — l,c05(q1)q7 — lisin(q1)qs — lycos(qq
+42)(q1 + 42)%,

~

1.7c2y = lyc05(q1 + 42)(q1 + q2) — lisin(g1)qi + 11c05(q1)q1 — psin(q,
+42)(q1 + q2)*

Iz jednacina drugog segmenta se moze odmah dobiti:
Fi,= mzl"c2 —m,g,
M, =T, =71¢, X (mz‘.’c2 - ng) +15q,,

7, = ¢, (I5my + l11,my cos(q,)) + @2 (I + 15my) + L 1;m, sin(g,) g1
— lymygcos(qy + q7).

Ukoliko se dobijene sile i momenti interakcije izmedu drugog i prvog segmenta
uvrste u jednacine za prvi segment, dobija se:

Fo1=F i, +muve —mg,

My, =1, =M, +1oc, XFoq1+11q4,
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7, = ¢ (I; + Bmy + Pmy + 13m, + 21, 1,m; cos(q,))
+ @2 (I + 13my + L 1;my cos(qR)) — L11;my sin(q,) 63
= 2l1l;m, sin(q1) 419>
— g(ly;m; cos(qy + qz) + lymy cos(qy) + lym; cos(qq))

Zadatak 61 \
Za manipulator sa dva stepena slobode, kao u prethodnom zadatku, Cije su
duZzine segmenata [; = [, = 0.5 m, a mase m; = m, = 1 kg, izracunati:

a) Momente u zglobovima kao posledicu gravitacionog opterecenja,

b) Momente u zglobovima kao posledicu inercijalnih efekata
(sprezanja izmedu zglobova),
c) Momente u zglobovima kao posledicu brzinskih efekata
(centripetalne sile i Koriolisovog efekta).
Pretpostaviti da se zavr$ni uredaj robota nalazi u poziciji kao na Slici 73
(Xyg = 0.6830m i Yy = 0.1830 m), dok se krece brzinom ¢ije su komponente
X =0.067m/siY = 1.116 m/s i ubrzava maksimalno propisanim ubrzanjem
41 = G, = mrad/s? u cilju promene poloZaja za najkrae moguée vreme.

YA

|
Xh X

Slika 73 — Manipulator sa dva stepena slobode.
Resenje:

U opstem obliku, jednacina dinamike robotskog sistema se moze predstaviti preko
pojedinih komponenti momenta koje uravnotezuje pogonski moment t:

T=H(q)q +C(q,9)q + G(q)
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Onaj deo izraza za pogonski moment koji se sadrzi u izrazu H(q)q jeste moment
koji poti¢e od inercijalnih efekata, deo pogonskog momenta €(q, q)q potice od
brzinskih efekata, dok poslednji ¢lan predstavlja gravitaciono opterecenje u
zglobovima.

Pozicija zavr$nog uredaja je Xy = 0.6830m i Yy = 0.1830m, odakle se mogu
izracunati pozicije u unutra$njim koordinatama reSavanjem sledeCeg sistema
jednacina:

x =1y cos(qy) + I; cos(qy + q2),
y =l sin(qy) + I3 sin(q; + q2).
Resenje datog sistema jednacina je:

=T rad =T rad
Q1—31'3, q> = 21'3-

Posto je 1 brzina manipulatora data kroz brzinu zavr$nog uredaja, potrebno je
odrediti brzinu zglobova na sledeci nacin:

X=]q,
odnosno:

1y _ . . - _[-0.1830 0.25717'70.0677 _1yrad
I =a = a=[Te gaml 1116l =l s

Ukoliko se sada sve brojne vrednosti uvrste u jednacine za pogonski moment iz
prethodnog zadatka, dobija se:

76, = G, = —9.1529 Nm,
t¢, = Ci11 + C12G2 = 0.75 Nm,
Ty, = Hy1Gy + HypGy = 47124 Nm,
76, = G, = —4.2475 Nm,
T¢, = C21q1 + C32q; = —0.25 Nm,

THZ = HZlél + széz = 2.3562 Nm.
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Zadatak 62 \
Na Slici 74 je prikazano matematicko klatno kao reprezentacija rotacionog
zgloba robota koji pokre¢e homogeni segment duzine [ i mase m. Koristeci
Lagranzov prinstup odrediti jednacinu kretanja ovog klatna i prikazati je u formi
pogodnoj za dinamicku analizu.

Slika 74. Matematicko klatno.

ReSenje:

Algoritam za definisanje dinamickog modela robota na osnovu Lagranzovog
pristupa sadrzi sledece korake:

1)
2)

3)
4)

IzraCunavanje ukupne kineticke energije robota Ex (q, q),

IzraCunavanje ukupne potencijalne energije robota E, (q),
Izracunavanje Lagranzijana L(q, q) = Ex(q,q) — E,(q),
Izraunavanje Lagranzovog izraza ; = % (;—; — :—;, gde su sa 1; oznacene

nekonzervativne generalisane sile koje vrSe rad i direktno uticu na vrednost
promenljive q;.

Sto se tice nekonzervativnih sila, u robotskim sistemima se najeS¢e ova

komponenta odreduje kao ; = 7; + [JT Fextl; + di;¢; pri ¢emu je t; pogonski

m
di

Kineti¢ka energija sistema se moZe napisati kao: Ex(q,q) = %I q-.

oment u zglobu i, [JTF,,.]; rezultat delovanja spoljasnje sile na zglob i i d;;q;
sipativna komponenta momenta uzrokovana trenjem.

2

Potencijalna energija sistema se moZe napisati kao: E;,(q) = mgl(1 — cos(q)).

1
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Kosta Jovanovié, Nikola Knezevié
Lagranzijan funkcija je onda definisana na slede¢i nacin:

1
£(g,4) = 14% = mgl(1 = cos(q)).

Sada je mogucée odrediti izraz za nekonzervativnu generalisanu silu, gde je
pretpostavljeno da u zglobu postoji viskozno trenje koeficijenta d, ali ne postoji sila
interakcije:
_d (6L) oL da
“dt\ag) aq FT T

Kada se izvrse parcijalne diferencijacije iz gornjeg izraza dobija se:
oL . d oL . oL

% =1q, T =1q, % = —mgl sin(q).

Konacno, dobija se jednacina dinamike zgloba robota predstavljenog matematickim
klatnom gde se jasno vide inercijalna, brzinska i gravitaciona komponenta:

T =1q + dq + mgl sin(q).

Zadatak 63 \
Na Slici 75 je prikazan planarni manipulator sa dva stepena slobode ¢iji su
segmenti duzina l;, odnosno [, i masa m,, odnosno m,. Koriste¢i Lagranzov
prinstup, odrediti jednacine kretanja ovog manipulatora u opStem slucaju i
prikazati ih u formi pogodnoj za dinamic¢ku analizu.

Ay
Vc2

Slika 75 — Manipulator sa dva stepena slobode kod koga su segmenti homogeni.
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Resenje:

Na pocetku je potrebno odrediti potencijalnu energiju sistema:
Ep(@) = Ep1(q) + Ep2(q),
Ep(q) = mygleisin(qy) + ng(l15in((h) + lepsin(qy + q2)),
a zatim 1 kineticku energiju sistema:
Ev(q,9) = Ex1(q,9) + Ex2(q,9),

2 .2 2 .2
mivg 47 myve, 145

>t Ex,(q,q) =

Ekl(ql ‘I) = 2 2 .

U opstem sluc¢aju, brzina segmenta ima komponente brzine i po x i po y osi pa se
moze izra¢unati na slede¢i nacin:

2 _ .2 2 2 _ .2 2
Vel = Vx1 Uy, Ve = Uxz T Vyo.

Ukoliko se odrede pozicije centra mase svakog segmenta, njihovim diferenciranjem
se dobijaju izrazi za brzinu po odgovarajucoj osi:

x1 = lercos(qq), y1 = lersin(qq),
Xy = licos(qq) + leacos(qu + q2), ¥z = lisin(qy) + leasin(qy + q2),
odnosno:
vh = %1 +yi = 1445,
ve = X5 + Y3 =1 + & + 2111, cos(q2)] G5 + 12,63
+ [21% + 21c; c05(q2)]G1 G-

Ako se intenziteti dobijenih brzina segmenata uvrste u jednacine kinetickih energija,
dobija se:

. 1 2 o2 1o 5
Ex1(q,9) = §m1lc1fh + 511511'

1
Ex2(q,q) = Emz[l% + 12, + 21, cos(g2)1G% + 12,45

1
+[21Z, + 2111, cos(q2) 1416, + EIZQ%-
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Nakon odredivanja ukupne energije sistema, potrebno je definisati Lagranzijan za
ovakav sistem:

L(q,9) = Ex(q,9) — Ep(q),

. r ., 1 2 1 2 1 .2
L(q,q) = [§m1l1 + EmllCl + Emzlcz + lyl,myc0s(qy) + 511] q1

1 1 ) ..
+ (Emzlgz + Elz) G5 + [1Z;my + Lyl am; cos(q2)141d
— [lymysin(qy) + lcymysin(qy) + leomysin(qy + q2)]g.

Generalisane sile koje se javljaju u svakom zglobu dobijaju se na slede¢i nacin:

_ d (OL) oL
Y7 de\ag,) aq,
111 17,
Y, =2 §m1l1 + §m1lc1 + Emzlcz + lil,myc0s(qy) + 511] q1
+ [12omy + L1yl omyc05(q2)14 2 — Lileam,sin(g,)q5
— 211l omysin(q,)q1 4,
— [lymycos(qq) + l.ymycos(qy) + l.ompcos(qq + q2)19,
_ d (c’)L) oL
27 dt\ag,) aq,

Yy = [1Z,my + Ll amyco s(g2)147 + (amy + )G, + Lilamysin(g,)gs
+ lomycos(qr + q2)g.

Ukoliko na manipulator ne deluju spoljne sile i ukoliko je zanemareno trenje u
zglobovima vazi da je Y, = 74 odnosno P, = 7,.
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Zadatak 64 \

U opstem slucaju izvesti jednaCinu dinamike u spoljasnjim koordinatama
polazeéi od opsteg oblika jednacine dinamike u unutrasnjim koordinatama:

H(@)q+C(q, 94+ G6(q) =t—JT(@F i

Resenje:

Ukoliko se jednac¢ine dinamike u unutrasnjim koordinatama pomnoze sa leve strane

sa (JT (q))_l, dobija se izraz:

U"@) H@ig+ 0" @) cada+ (@) 6@ =0"@) t— Fms

pri cemu je sa F;;,; oznacena sila interakcije zavrSnog uredaja sa okolinom.

Ukoliko je poznato da vaze sledece relacije izmedu unutrasnjih i spoljasnjih
koordinata:

X=J@q=q=]"(@X
X=J@i+](@q=q=]"@[X-J@4q]
prethodni izraz se moze napisati u slede¢em obliku:
r@) H@I @& -j@dl+ (T@) " c@.a)  @X
+(17@) 6@ =(T@) T Fine
Ukoliko se uvedu sledece relacije:

AQ) = (") H(@)J (g),
rq.q) = (J"(@) CclqdI™ (@ - A@Ji @I (@),

1@ =(0"@) g(q),

izraz za dinamiku u spoljasnjim koordinatama se moze zapisati na sledeci nacin:
. e -1
A@X+T(q DX +1(@) =("(@) T—Fine.

Moze se primetiti da izraz ima identi¢an oblik kao jednacine dinamike u unutrasnjim
koordinatama, s tim $to u ovom izrazu figurisu spoljasnje koordinate.
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Planiranje trajektorije

U ovom poglavlju se razmatraju problemi generisanja
zeljenog kretanja robota uz poStovanje tipi¢nih
ograniCenja koje pogoni robota unose — maksimalne
brzine i ubrzanja. Nakon reSavanja zadataka, ¢itaoci ¢e
biti sposobni da zadaju zeljeno kretanje robota kojim se
,uz poStovanje pomenutih ogranicenja, pokret izvrSava
na optimalan nacin, a on se Cesto sagledava kroz
minimalno potrebno vreme za izvrSavanje zadatka.
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Zadatak 65 \
Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove
inicijalne pozicije q; = O rad do krajnje pozicije g = 7 rad, ako je poznata

maksimalna brzina zgloba ¢,,,, = 5 rad/s. Napisati jednaCine koje opisuju
kretanje zgloba robota u vremenu. Koristiti linearnu interpolaciju kretanja
izmedu pocetne i krajnje tacke.

Resenje:
Ukoliko se zglob robota krece iz stanja mirovanja i treba da se zaustavi u krajnjoj
tacki putanje vaze, sledece relacije:

rad . rad

;=0 —, =0 —.
qi S qf S

Pocetak kretanja moze se oznaciti sa T; = 0 s, a vreme trajanja kretanja sa Ty.

Najjednostavniji metod za generisanje trajektorije zgloba od pocetne tacke do
krajnje jeste upravo linearna interpolacija izmedu njih:

t+ t
qr =
3

q(t) = ql

Diferenciranjem prethodnog izraza je moguce dobiti izraz za brzinu zgloba robota,
koja je konsantna tokom Citave traj ektorije kada trajektorija ima linearan oblik:

a(t) = Tf CIL

a nakon jo$ jedne diferencijacije, moguce je odrediti izraz ubrzanja zgloba robota:
G(t) = 0.

Iz prethodnih izraza zakljucuje se da ¢e se zglob robota tokom svoje putanje kretati
konstantnom brzinom, odnosno ubrzanje tokom kretanje treba da bude jednako nuli.
Ovakav zakljucak nije u skladu sa poCetnom pretpostavkom da se zglob kreée iz
stanja mirovanja i da treba da se zaustavi u krajnjoj tacki putanje. Ukoliko se oba
zahteva ispune, zglob mora da postigne beskonacno veliko ubrzanje u trenutku t =
T; = 0 i u trenutku ¢ = Tf. Takode, u istim tim trenucima brzina zgloba treba da

promeni svoju vrednost sa nule na g, 4, 0dnosno sa ¢, 4, na nula.
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Ukoliko se brojne vrednosti uvrste u prethodne izraze dobija se:

dr — q; r —qi ™
= => Tr = =—==10.6283s.
Amax Tf f P 5 S

Na osnovu maksimalnog vremena se moze dobiti jednacina kretanja zgloba:

06283t ¢
06283 © 06283

q) =0

q(t) =m d.

062832

Grafici promene pozicije, brzine i ubrzanja kod linearne interpolacije su dati na
Slici 76:

O-_-NW

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s]

Slika 76 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjena linearna interpolacija.

Ukoliko se pogledaju zahtevane brzine i ubrzanje koje zglob robota treba da
postigne, moze se zakljuciti da ovakvo kretanje nije moguce realizovati u realnom
okruzenju. Zglob robota se pokrece aktuatorom koji u realnom okruzenju nec¢e moci
da postigne trenutnu promenu brzine niti beskona¢no veliko ubrzanje.
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Zadatak 66 \
Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove

inicijalne pozicije q; = O rad do krajnje pozicije g = 7 rad, ako je poznata
maksimalna brzina ¢4, = 5rad/s i ubrzanje zgloba {4, = 25 rad/s?.
Napisati jednaCine koje opisuju kretanje zgloba robota u vremenu. Koristiti
trapezni profil brzine kretanja izmedu pocetne i krajnje tacke.

Resenje:

Kod trapezne interpolacije, brzina linearno raste do trenutka T, zatim je brzina
konstantna do trenutka Tr — T, i na kraju linearno opada do nulte brzine. Za to

vreme, ubrzanje ima konstantnu pozitivnu vrednost do trenutka T, zatim je sve do
trenutka Ty — Tj, jednako nuli i na kraju ima negativnu vrednost.

Kako je ve¢ pomenuto, maksimalna brzina zgloba robota ¢e se posti¢i u trenutku T,
1 1znosi:

Gmax = GmaxTa-
Opste jednacine kretanja kod trapeznog profila brzine su:

1) Ubrzanje:
+Gmax 0<t<Ty,
q(t) = 0 Ty <t <Tf—Tg
—Qmax Tf =Ty <t <T;.

2) Brzina:
Gmaxt 0<t<T,
q(t) = C}maxTa I, <t< Tf — Ty
Gmax(Tr—t) Tr—T,<t<T;.

3) Pozicija:

1.
qi+5qmaxt2 0<t<T,;

. T
q(t) = qi + GmaxTa (t - 761) T, <ts Tf — Tas
1

ar — Eémax(Tf —t)? Tr =Ty <t <Ty.
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U konkretnom slucaju iz datih ograni¢enja i informacija mogu se odrediti sledeci
parametri trajektorije:

: , q
Amax = Gmaxla = Tg = ..mi = 0.2s,
Qmax
izraz za maksimalno ubrzanje je dat sa:
i 9y q
max Ta (Tf _ Ta)'

odakle se vreme kretanja moze izracunati na slede¢i nacin:

T ="y 7 =08283s.

Qmax

Kada je poznato vreme ubrzavanja i vreme celokupnog kretanja, jednacine koje
opisuju kretanje se mogu eksplicitno napisati:

+25 rad/s? 0s<t<02s;
G(t) = 0 0.25 <t < 0.6283s;
—25 rad/s? 0.6283s <t < 0.8283s.

25t rad/s 0s<t<0.2s;
q(t) = 5 rad/s 0.2s<t<0.6283s;
25(0.8283 —t)rad/s 0.6283s <t < 0.8283s.

12.5t? rad 0s<t<02s;
q(t) = 5(t —0.1) rad 0.2s<t<0.6283s;
m—12.5(0.8283 —t)?rad 0.6283s <t < 0.8283s.
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Grafici promene pozicije, brzine i ubrzanja dati su na Slici 77:

q[rad]

O-=-2NW

4 - .
2 L .

0 . 1 . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08

i1

20 | | | | | E
0 - .
20 | | | | | . —

o 01 02 03 04 05 06 07 08
t[s]

Slika 77 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjen trapezni profil brzine.

Moze se primetiti da su u ovom sluCaju uvazena ograniCenja aktuatora gde
ogranicenje po brzini poti¢e od elektromotorne sile u motoru, dok ograni¢enje po
ubrzanju potice od brzine promene struje, a samim ti i od brzine promene pogonskog
momenta.

Zbog navedenih razloga, kretanje trapeznim profilom brzine ¢e trajati nesto duze
nego ukoliko se generisanje kretanja izvrs$i linearnom interpolacijom.

Zadatak 67 \
Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove

inicijalne pozicije q; = O rad do krajnje pozicije g = 7 rad, ako je poznata
maksimalna brzina §,,,, = 5rad/s i ubrzanje zgloba g, = 5rad/s?.
Napisati jednaCine koje opisuju kretanje zgloba robota u vremenu. Koristiti
trapezni profil brzine kretanja izmedu pocetne i krajnje tacke.
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Resenje:

Kako su ogranic¢enja drugacije postavljena nego u prethodnom zadatku potrebno je
izraCunati nove parametre kretanja:

— Qmax — 1 S,

Ta

Qmax

qr — 4qi
Tp=———+T, = 1.6283s.

Qmax

Iz prethodnih izraza se moZe zakljuciti kako vazi da je T, > Tr /2, pa trapezni profil
brzine treba svesti na trougaoni, odnosno potrebno je postaviti da je T, = Tr/2,

¢ime ce se efektivno smanjiti maksimalna brzina:

dr — qi = dmaxTa(Tf - Ta)'

qr — qi = émaxTc%’

qr — qi

T, = [+—

émax '
T, =07929s = T; = 2T, = 1.5853s.

Sada su jednacine kretanja predstavljene na sledec¢i nacin:

) = {+5 rad/s? 0s<t<0.7929s;
1 5 rad/s? 0.7929s <t < 1.5853 s.

0s<t<0.7929s;

5t rad/s
0.7929s < t < 1.5853s.

q(©) = {5(1.6283 — ) rad/s

) = { 2.5t rad 0s<t<0.7929s;
T = — 2.5(1.6283 — t)2rad  0.7929s < t < 1.5853 s.
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Grafici promene pozicije kretanja, brzine i ubrzanja dati su na Slici 78:

g[rad]

O-=-2NW

1 0 T T T

_10 1 1 1

t[s]

Slika 78 — Pozicija, bzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primejnen trougaoni profil brzine.

Zadatak 68 \

Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove

inicijalne pozicije q; = 0 rad do krajnje pozicije 45 = %rad, ako je poznato
vreme ubrzavanja T, = 0.2 s kao i ukupno vreme za koje kretanje treba da se
izvr8i Tr = 0.8283 s. Napisati jednacine koje opisuju kretanje zgloba robota u
vremenu. Koristiti trapezni profil brzine kretanja izmedu pocetne i krajnje tacke.

Resenje:

Cesto se moze dogoditi da se kretanje opisuje vremenom za koje treba da se izvrsi
tranzicija od pocetne do krajnje tacke. Vreme tranzicije i vreme ubrzanja se dobijaju
na osnovu ogranic¢enja u jednom od zglobova, obi¢no na osnovu nekog od preostalih
zglobova robota ¢ijim se maksimalnim ubrzanjem i brzinom odreduju ovi parametri
kretanja i za sve ostale zglobove.

Maksimalno ubrzanje i brzina koji ¢e biti postignuti tokom kretanja su:
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qr — qi rad ] rad

7 = =125 —-, = Gmaxla = 2.5 —.
Qmax T (Tf ) SZ Qmax Qmax a s

U ovom slucaju jednacine kretanja su date sa:

+12.5 rad/s? 0s<t<02s;
g(t) = 0 02s<t<0.6283s;
—12.5 rad/s?> 0.6283s <t < 0.8283s.
6.25t rad/s 0s<t<0.2s;
q(®) = 2.5 rad/s 02s<t<0.6283s;
6.25(0.8283 —t)rad/s 0.6283s <t < 0.8283s.
6.25t% rad 0s<t<02s;
q(t) = 2.5(t—0.1) rad 0.2s5<t<0.6283s;

/2 — 6.25(0.8283 —t)?rad 0.6283s <t < 0.8283s.

Grafici promene pozicije kretanja, brzine i ubrzanja dati su na Slici 79.

g[rad]

N
/

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

G4
10 F .
O_ i
10 F ]

o 01 02 03 04 05 06 07 08
t[s]

Slika 79 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjen trapezni profil brzine.

Ukoliko se koristi robot sa dva stepena slobode sa aktuatorima istih performansi ali
pri tome da jedan prelazi duplo veéi put (Zadatak 66 i Zadatak 68). Ukoliko se
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zahteva da se drugi zglob prilagodava kretanju prvog zgloba onda je zadavanje
kretanja, kao u ovom zadatku, pravi nac¢in da se zadovolje ogranicenja.

Ukoliko sinhronizacija kretanja dva zgloba nije neophodna, vreme za koje je
mogucde izvrsiti kretanje iz ovog zadatka bi bilo:

Tynew = 0.2'5,

Tf new = 0.5142s.

Zadatak 69 \
Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove
inicijalne pozicije q; = O rad do krajnje pozicije qf = 7 rad, ako je poznata

maksimalna brzina ¢,,5, = 5rad/s i ubrzanje zgloba {4, = 25 rad/s?.
Napisati jednacine koje opisuju kretanje zgloba robota u vremenu. Koristiti
interpolaciju polinomom treceg stepena izmedu pocetne i krajnje tacke.

Resenje:

Ukoliko i u ovom zadatku vazi pretpostavka da robot krece iz stanja mirovanja i da
se zaustavlja u krajnjoj tacki, onda vazi:
. rad
q(0) = q;, q(0) = OT'

rad
9(Tr) = a5, a(Tp) =0—.

Ako se uvede skaliranje vremena i predenog puta na slede¢i nacin:

t
T=T—f=>te [0,T¢] = T € [0,1],

q—4q;
p= = q1,q¢] — [0,1],
qr — qi [ ' f]

odnosno kretanje je odredeno jedna¢inama:
A e=er, = @i + (a5 — )P0,

. dr — qi ,
q(t)lterfz fo lP(T);
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: & — 4 _,
q(t)ltZTTf = Tz p (T)
f

Ako se posmatra skalirani polinom treéeg stepena p3(t), pri ¢emu vazi p3(0) = 0,
p3(1) =1,p3(0) = 0ip5(1) = 0:
p3(1) = azt3 + a,7% + ay T + ay,

p(t) = 3a37% + 2a,7 + a;.

Za navedene normalizovane izraze pozicije i brzine, i navedene pocetne uslove,
dobijamo sistem 4 jednacine sa 4 nepoznate, odakle se lako dobijaju se parametri
polinoma ay = 0,a; = 0,a, = 3, a3z = —2, odakle slede i jednacine:

p3(1) = =273 + 372,
p(t) = —672 + 67,
py (1) = —127% + 6.

Ukoliko se vrsi interpolacija polinomom trec¢eg stepena, skalirani polinom ¢e dostici
maksimalnu brzinu od py,4, = 1.5, dok je maksimalno ubrzanje py,q,x = 6.

Kada je u potpunosti opisan polinom kojim treba predstaviti trajektoriju zgloba
robota, parametri trajektorije se dobijaju na slede¢i nacin:

— . n
T = = =15 =09425s.
qmax 5

Jednacine kretanja u neskaliranom obliku date su slede¢im izrazima:

q(t) = —7.5047t3 + 10.6098t2,
q(t) = —22.5142t% + 21.2197¢,

q(t) = —45.0285t + 21.2207.

Grafici promene pozicije, brzine i ubrzanja prikazani su na Slici 80.
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O-=-2NW

t[s]

Slika 80 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjena interpolacija polinomom
treceg stepena.

Ukoliko se uporedi vreme tranzicije kada je za isto kretanje kori$¢en trapezni profil
brzine, moze se primetiti da je tada bilo potrebno manje vremena za izvr§avanje
kretanja. Razlog tome su diskontinuiteti u ubrzanju tokom kretanja koje u realnom
scenariju pogonski aktuator ne bi mogao da isprati sa potpunom tacnoscu. Ipak, kod
interpolacije polinomom treeg stepena smanjen je broj diskontinuiteta pa ¢e
trajektorija minimalno odstupati od Zeljene.

Zadatak 70 \

Odrediti minimalno potrebno vreme za pomeranje zgloba robota od njegove
inicijalne pozicije q; = 0 rad do krajnje pozicije g5 = 7 rad, ako je poznata

maksimalna brzina ¢q = 5rad/s i ubrzanje zgloba {pg, = 25 rad/s?.
Napisati jednadine koje opisuju kretanje zgloba robota u vremenu. Koristiti
interpolaciju polinomom petog stepena izmedu pocetne i krajnje tacke.
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Resenje:
Na sli¢an nacin je moguce odrediti parametre polinoma petog stepena ps (7):
ps(1T) = ast® + ayt* + az7d + ay1? + a7 + aq.

Povecavanjem reda polinoma, moguce je ispostovati vise ograni¢enja u planiranju
trajektorije, odnosno moguce je definisati proSiren broj uslova i oni glase
ps(0) = 0, ps(1) = 1, ps(0) = 0, ps(1) = 0 p5(0) = 0 i fi5(1) = 0. Upotrebom
ovih 6 pocetnih uslova u jednacini polinoma Sestog stepena, dobijamo sistem od 6
jednacina sa 6 nepoznatih, ¢ijim se reSavanjem lako odreduju koeficijenti polinoma
ay=0,a; =0,a, =0,a; = 10,a, = —15,as = 6, odakle slede jednacine:

ps(t) = 67° — 157* + 1073,
ps(t) = 307t* — 6073 + 3072,
ps (1) = 12073 — 18072 + 607.

Maksimalna brzina i ubrzanje skaliranog polinoma petog stepena je:

Phnax = 1.875,  Dhhax = 5.773.

Parametri kretanja se sada mogu odrediti, ali kako je kod ovog polinoma moguce
podesiti i maksimalnu brzinu i ubrzanje, potrebno je proveriti oba uslova:

Tf = maX(va,Tfa),
Tpy = b9, 11781, Tra = & = = 08517,

CImax Qmax

pri ¢emu vreme Ty, potiCe od ograniCenja po brzini, a T, od ograni¢enja po
ubrzanju. Za finalno vreme kretanje se uzima vece od dva kako bi oba ogranicenja
i po brzini i po ubrzanju bila ispunjena.

Jednacine kretanja neskaliranog polinoma kretanja date su sa:

q(t) = 8.3061t° — 24.4634t* + 19.2135¢t3,
q(t) = 41.5303t* — 97.8535t3 + 57.6405t2,
q(t) = 166.1213t3 — 293.5606t2 + 114.2840¢.

Grafici promene pozicije, brzine i ubrzanja prikazani na Slici 81.
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Slika 81 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjena interpolacija polinomom
petog stepena.

Kao $to se moze videti u ovom primeru, vreme za koje je potrebno izvrsiti kretanje
je vece nego u ostalim primerima. Takode, trajektorija je opisana na najkompleksniji
nacin, ali prednost ovakvog opisivanja trajektorije jeste $to su ispoStovana sva
ogranicenja koja poticu i od brzine i od ubrzanja, a da pri tome ne postoje
diskontinuiteti. Ovakva trajektorija ¢e moci da se izvr§i u realnom okruzenju bez
ikakve degradacije.

Zadatak 71 \
Za planarni manipulator sa dva stepena slobode potrebno je odrediti putanje oba

zgloba. Planiranje kretanja prvog zgloba treba ostvariti izmedu pocetne gq;; =
15° i krajnje pozicije q,5 = 45°, gde je maksimalna brzina zgloba poznata i
1Znosi Gqmqy = 2rad/s. Planiranje kretanja drugog zgloba treba ostvariti
izmedu pocetne q,; = 0° 1 krajnje pozicije ¢,y = 50°, gde su poznati
maksimalna brzina i ubrzanje tog zgloba g4, = 1 rad/s, 0odnosno Gomax =
5 rad/s?. Odrediti najmanje vreme Ty za koje se zeljeno kretanje moze izvrsiti.
Odrediti jednacine kretanja prvog i drugog zgloba, tako da oba zgloba kretanje
zapoCnu i zavrSe u isto vreme (Tf). Za planiranje kretanja zglobova koristiti
trajektorije predstavljene polinomom treceg ili petog stepena.
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Resenje:

Da bi kretanje oba zgloba krenulo i zavrsilo se u istom trenutku, potrebno je uraditi
analizu kretanja zglobova tako da oba zgloba postuju sva ogranicenja koja su im
data. Nakon toga se uzima ono vreme koje je vece. Za to krajne vreme je potrebno
onda preskalirati polinome i postaviti jednacine kretanja.

1) Analiza kretanja prvog zgloba.
Kako je za prvi zglob poznata samo maksimalna brzina, onda se moze postaviti

kretanje poStujuci ogranienje samo po brzini, odnosno vr$i se interpolacija
polinomom treéeg stepena.

Prema tome, minimalno potrebno vreme za izvrSavanje ovog kretanja se dobija kao:

T Qi — i, _ (45°—15°) 7w
fi— "= P3max = 180°-2

91max

-1.5=0.3927s.

2) Analiza kretanja drugog zgloba.

Kod drugog zgloba potrebno je izvrsiti analizu kretanja posStujuci oba uslova
kretanja — maksimalna brzina i maksimalno ubrzanje, odnosno potrebno je izvrsiti
interpolaciju polinomom petog stepena.

Postujuéi ogranicenje po brzini, dobija se:
qQ2f —q2i , 50°-m
Trpo = q.—Psmax = 180° 1

2max

+1.875 = 1.6354 s.

Postujuci ogranicenje po ubrzanju, dobija se:

qzf — q2i 50°m
Tegy = |———p¢, = ’ 5.773 = 1.0038 s.
faz2 \/ q.zmax pSmax 180°-5 S

Vreme koje je potrebno da se kretanje izvrsi postujuci oba uslova je:

Try = max(Tyyz, Traz) = 1.6354 s.

Kako je uslov zadatka da se kretanje oba zgloba izvrSava i traje jednako, dobija se
da je ukupno potrebno vreme kretanja oba zgloba Tr = 1.6354 s.

Nova maksimalna brzina koju ¢e dosti¢i prvi zglob je:

. Qif —qui rad
Q1imax = T—lp3max = 0.4802—.
f S
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Jednacina kretanja prvog zgloba:

3 2
t t T
t) = 15° 45° - 15°) | =2 = 3= - —— rad.

Jednacina kretanja drugog zgloba:

5 4 3
=[0+E0—0)-[6(=) —15(=) +10(=) )] -Z rad
92 T T T, 180

Grafici promene pozicije, brzine i ubrzanja oba zgloba su data na Slici 82:

q1[rad] ga[rad]
0.8 1
0.6
0.5
0.4
0.2 0
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
Q[ o[22
06 (%57 ] [%°]
0.4
0.5
0.2
0 0
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
¢ ) "4
1
0 0
1 P’
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
t[s] t[s]

Slika 82 — Pozicija, brzina i ubrzanje zglobova robota, pri cemu je korisé¢ena interpolacija
polinomom trecéeg stepena (levo) za kretanje prvog zgloba, odnosno polinomom petog stepena
(desno) za kretanje drugog zgloba.
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N\

Zadatak 72
Trajektorija zgloba robota definisana je pozicijama u koje zglob robota treba da
se pozicionira redom u stepenima: 10, 35, 25 i 10. Duzina tranzicije izmedu
svake od navedenih susednih pozicija u sekundama redom iznosi: 2, 1 i 3.
Maksimalno ubrzanje zgloba robota na celoj putanji je g = 50 °/s?.
Izracunati maksimalnu dostignutu brzinu na svim segmentima kretanja, vreme
ubrzanja i vreme kretanja konstantom brzinom, ako se za planiranje kretanja
koristi trapezni profil brzine.

Resenje:

Ukoliko se putanja zgloba robota definiSe kroz pocetnu, krajnju i nekoliko prolaznih
tacaka, datu putanju je moguce posmatrati kroz linearne segmente koji su povezani
paraboli¢nim funkcijama.

Posmatraju se tri susedne tacke trajektorije j, k, i I. Period uklapanja dve linearne
funkcije parabolicnom funkcijom kod tacke k dato je sa Tj. Trajanje linearnog dela
kretanja izmedu taCaka j i k dato je sa Tj;. Celokupno trajanje kretanja izmedu

taCaka j 1 k dato je sa T . Brzina tokom linearnog dela kretanja oznacena je sa gy,
a ubrzanje tokom faze uklapanja dve linearne funkcije kod tacke k oznaceno je sa
G-

Za prolazne tacke na putanji vaze sledece relacije:

. drx — 4q;
qjk = /

)

Tqjk

Gr = Sgn((hcl - C?jk)|fi|,

T, = dri — ij’
ax
1 1
Tjk = Tajx _E’I} _ETk-

Za prvu i poslednju tacku putanje vaze neSto drugacije relacije nego za prolazne
tacke putanje.

Za prvu tacku putanje, odnosno za prvi segment kretanja vazi:

q; — 41 .
—1 = CI1T1:
Ty, — 7T1
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odakle se dobija:

G1 = sgn(qz — q4l,

2(q2 — q1)
T =Tg12 — \]tén e

q1
. 27
qiz2 = —1,
Ta1z —5Th

1
T, =Tg12—T1 _ETZ-

Za poslednju tacku, odnosno segment kretanja vazi:

n-1— 4 .
= ; = qnTh,
Td(n—l)n - an

odakle se dalje dobija:

Gn = sgn(qn-1 — q)14l,

Z(Qn—l - qn)

T, = Td(n—l)n - \/té(n—l)n - g
n

. _ An — qn-1
dn-1n = - 1
Td(n—l)n - 7Tn

1
T(n—l)n = Td(n—l)n —Tn— ETn—l-

Ukoliko se uvrste brojne vrednosti date u postavci zadatka, dobijaju se parametri
trajektorije koji nedostaju.

Parametri za prvi segment trajektorije:
50 — 0.2 135 —
71 = -, T, =0.27 s, j12 = 13.5 —
q1 $2 1 S q12 S
Parametri trajektorije od druge do trece tacke, odnosno za drugi segment kretanja:

[e]
d23 = —10 > G, = —50 52 T, =047s, T;, =15s.
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Za poslednji segment kretanja dobija se:

° o
('j4- = 50 S_Z’ T4 = 0.102 S, ‘?34 = _51 g

Konacno, za pretposlednji segment kretanja dobija se:

[o]
gz =50 0 T3=0098s, Ty =0716s T3y =2849s.

Ukoliko se putanja definiSe na ovakav nacin, zglob robota kreée iz stanja mirovanja
u pocetnoj tacki i zaustavlja se u krajnjoj tacki, dok uopste ne prolazi tacno kroz
zadate usputne tacke. Sto je ubrzanje vece to ée se putanja zgloba vise pribliZiti svim
zadatim tackama na putanji. Ovaj efekat se ispoljava zato §to u prolaznim tackama
brzina zgloba robota nije jednaka nuli. Ako je potrebno da zglob robota dode ta¢no
do svake prolazne tacke, moguce je putanju izdeliti na segmente i izvrSiti planiranje
kretanja trapeznim profilom brzine, za svaki segment nezavisno.

Zadatak 73 \

Odrediti polinome koji opisuju kretanje zgloba robota izmedu tri tacke:
A =10°, B=45° i C = 30°. Maksimalna brzina zgloba robota je 50 °/s.
Odrediti vreme potrebno za izvrSenje kretanja ako se ono planira tako da brzina
prolaska kroz prolaznu tacku B treba da bude 35 °/s. Odrediti vreme potrebno
za izvrSenje kretanja ukoliko se zglob zaustavlja u prolaznoj tacki B. Za
planiranje sekvenci kretanja izmedu dve tacke koristiti interpolaciju polinomom
treceg stepena.

Resenje:
U opstem slucaju, putanja zgloba prikazana polinomom treceg stepena ima oblik:
q(t) = ast3 + ayt? + a .t + ay,

dok je brzina predstavljena:

q(t) = 3ast? + 2a,t + a,.
Opsti uslovi koji vaze pri kretanju zgloba robota su:

a®=q, q(T)=q;, qO0=q;, q(Tr)=qy.
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Parametri polinoma tada imaju slede¢i oblik:

ap = (i, a; = (.Ii!
_ =3(qi—ar) = 2ai + q,)Ty _2(qi—qp) + (@i + q,)Ty
@ = 77 CsT 7 |

Celokupno zadato kretanje treba podeliti na dva nezavisna kretanja. Prvo od tacke
A do tacke B, i drugo od tacke B do tacke C.

Za prvi deo kretanja od tacke A do tacke B, gde vazi q; = 10°, q5 = 45°,q; = 0°/s,
qr = 35°/s, mogu se odrediti koeficijenti polinoma:

105 — 35T, ~70 + 35T;
= —T2 , a3 = —T3 .
f f

Ag = 10, a, = 0; a;

Kako je zadatkom poznata maksimalna brzina, ali ne i vreme trajanja kretanja,
potrebno je odrediti izvod brzine i izjednaciti ga sa nulom kako bi se odredio
trenutak u kome se ona dostize:

6t(35T; —70) 2(35T; — 105)
= 3 - 2 =0
T} Tf

q(t)

)

2
_—TF +37;

ty =———
Amax 3Tf_6

Ukoliko se sada t;  uvrsti u jednaCinu za brzinu, moguce je odrediti ukupno
vreme kretanja:
. 35(T; — 3)2 o
X (P IR
f( - )
Tz, = 093435, Tz, = 1.8225s.

Za ukupno vreme kretanja uzima se manja vrednost kako bi celokupno kretanje
trajalo krace.

U tom slucaju polinom koji opisuje trajektoriju zgloba robota od tacke A do tacke
B ima oblik:

qap = —45.7345¢3 + 82.8252t2 + 10.

Sliéno, za drugi deo kretanja od tacke B do tacke C vazi:
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—45 — 70Ty 30 + 35T,
ay =45 a1 =35 G=F——m—, O03= (03—
Tf Ty

Kao i u prethodnom slucaju potrebno je odrediti izvod brzine i izjednaciti ga sa
nulom, odakle se dobija trenutak kada se dostize maksimalna brzina:

_ 6t(35TF +30) 2(—70T; —45) _ 0

Ty Tf

14T¢ + 9T,
t, =
Amax 21Ty + 18
Odnosno kada se t;  uvrsti u jednacinu brzine, dobija se vreme kretanja:

5(7Tf +9)* 0

q (tQmax) =

™

3T;(7T; + 6) s
Trpe, = —0.8966s,  Tp, . =0.5612s.

Kao vreme kretanja treba izabrati Ty, ., zato Sto vreme ne moZe da bude negativno.
Odakle se dobija polinom kretanja za drugi deo putanje kao:

qpc = 280.8641t3 — 267.6146t% + 35t + 45.

Ukupno vreme kretanja u ovakvom scenariju je: Ty = T, + Tf, ., = 1.4955s.
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Grafik promene pozicije, brzine i ubrzanja dat je na Slici 83:

g[rad]

400 T T T T T T T
200 T

-200 | .
-400 | 1

0 02 04 06 08 1 12 1.4
t[s]

Slika 83 — Pozicija, brzina i ubrzanje zgloba robota ukoliko je primenjena interpolacija treceg
stepena bez zaustavijanja u prolaznoj tacki.

Ukoliko se sada posmatra slucaj da se zglob zaustavlja u tacki B, ukupno vreme za
takvo kretanje je:

q9r1 — qi1

dr2 — qi2 ,
Phax = 1.35s,  Tp,, = — o

T, = - - P = 0.45 S,
fas 9max —Amax max

T; = 1.8s.

Vrlo je razumno bilo pretpostaviti da ¢e zglob robota brze izvrsiti kretanje iz prvog
scenarija nego iz drugog jer ne mora da se zaustavi u prolaznoj tacki. Ipak, za drugi
deo putanje (kretanje od tacke B do tacke C), moze se primetiti da kretanje traje
krace u slu¢aju drugog scenarija, zato $to je u prvom scenariju potrebno da zglob
promeni brzinu sa neke vrednosti i zapocne kretanje u drugom smeru.
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Zadatak 74 \
Za planarni manipulator sa dva stepena slobode potrebno je odrediti putanje oba
zgloba. Kretanje zavrSnog wuredaja treba da krene iz tacke
(X4;Y4) = (0.933;0.25) m, prode kroz tacku (Xg; Yz) = (0.933;0.25) m, pri
¢emu je brzina zavrSnog uredaja u prolaznoj tacki (X B YB) = (1;0.5) m/s,ina

kraju je potrebno da se =zavrS$ni uredaj zaustavi u tacki (Xg;Ye) =
(0.7071;0.7071) m. Vreme za koje se izvrsni kretanje od tacke A do tacke B
je Ty = 2 s, dok je vreme za koje se izvrsi kretanje od tacke B do tacke C jednako
T, = 3 s. Odrediti jednacine kretanja prvog i drugog zgloba. DuZine segmenata
robota su l; = I, = 0.5 m. Za planiranje kretanja zglobova koristiti trajektorije
predstavljene polinomom treceg stepena.

Resenje:

Resavanjem inverznog kinematickog problema za dvosegmentni ravanski
manipulator moguce je odrediti vrednosti unutrasnjih koordinata koji dovode
zavr$ni uredaj u zeljenu poziciju, gde je:
Yy l; sin(q,)
=arctg (=) — arctg| ——————),
1@ = arcty (x) arety (l1 + [, cos(q,)

x2+y2—12-13
20,0,

cos(qz) =

sin(q,) = ++/1 — cos2(q,),

Sin(Qz))
cos(qz) )’

q; = arctg(

Kako g, mozZe imati dva reSenja u ovom slucaju, generalno inverzni problem u
ovom slucaju moze imati dva reSenja. [z ukupnog skupa resenja za sve tri tacke u
spoljasnjim koordinatama A, B i C, izabran je slede¢i skup unutrasnjih koordinata:

s T
q1, = g rad, G2, = g rad,
T T
Giz = 3 rad, G2y = e rad,

T
Gi, = 7 rad, q2. = Orad.

163



Robotika — zbirka reSenih zadataka
Dalje, ukoliko se izracuna Jakobijan matrica, moguée je odrediti brzinu u

unutrasnjim koordinatama, pri kojoj robot treba da prode kroz tacku B. Jakobijan
matrica u tacki B u odnosu na bazni koordinatni sistem manipulatora je:

[

Odnosno, brzina u unutra§njim koordinatama se dobija kao:

. d
q=] 1X=[—5.§321] %

Ukoliko se za opsti oblik trajktorije predstavljene polinomom treéeg stepena uvrste
sva ograni¢enja data postavkom zadatka:

q(t) = azt3 + ayt? + a t + ay,
q(t) = 3a3t2 + Zazt + al.
q(Ty) = q;, q(Ty) = gy, q(Ty) = q;, q(T) = g5

dobijaju se parametri polinoma koji definiSu odgovaraju¢i segment celokupne
trajektorije kao:

1) Kretanje od tacke A do tacke B:
1, = 0.3691t> — 0.6073t> + 0.5236,

2, = —1.69748t% 4 3.654t — 0.5236,

2) Kretanje od tacke B do tacke C:
q1,, = 0.2416> — —2.8703t* — 10.5681,

(2,5 = —0.5981t% + 7.23552 + 31.3599.
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Grafik na kojem je prikazana promena pozicije, brzine i ubrzanja oba zgloba
robota dat je na Slici 84.

q1[rad] gz2[rad]
2 2
1 0
0 -2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
) g1 (=] Go[ "]
2
1 0
-2
0
4
-1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
. d . d
Ih[%] 10 q2 %}
2 L
0
O L
-2 -10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

t[s] t[s]

Slika 84 — Pozicija, brzina i ubrzanje zglobova robota ukoliko je koris¢ena interpolacija polinomom
treceg stepena.
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Promena pozicije zavr$nog uredaja data je na Slici 85.

X

Y
1 : :
08 A -
06 r Y
04 v, ]
0 1 2 3 4 5
t[s]

Slika 85 — Pozicija zavrsnog uredaja robota; x—0sa (gore), y—osa (dole).
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Pogonski i senzorski sistemi
robota

Tipi¢ni pogoni robota su elektricni motori koji koriste
reduktore kako bi svoje karakteristike prilagodili
potrebama kretanja zglobova robota. Tipi¢ni senzori
pomocu kojih se kretanje robota meri, odnosno
procenjuje jesu enkoderi, dok se za merenje intenziteta
interakcije robota koriste senzori sile i momenta. U
ovom poglavlju razmatraju se zadaci koji ¢itaocu daju
uvid u to na koji nacin ovi pogonski i senzorski sistemi
uticu na performanse i karakteristike robota, kao i kako
se izborom ovih komponenti mogu posti¢i Zeljeni
zahtevi u projektovanju robota.
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Zadatak 75 \

Napisati jednacine pogona zgloba robota koji koristi jednosmerni motor kao
pogon, dok se veza izmedu motora i zgloba moze modelovati kao elasti¢ni
element konacne krutosti. Napisati model u prostoru stanja sistema i predstaviti
ga blok dijagramom.

Resenje:

Na Slici 86 prikazan je upro$cen prikaz opisane postavke:

ks b,
T C ij }G/\/\/\/\/\/—é‘ T
em 91

Slika 86 — Pogonski motor i zglob robota spojeni elasticnim elementom.

gde je T, pogonski moment motora, /,, inercija motora, 8,, pozicija motora, kg i
b, koeficijent krutosti i priguSenja torzione opruge, 8; pozicija zgloba robota, a ;
moment koji se prenosi sa pogonskog mehanizma na segment robota direktno
povezanog za taj zglob.

Za ovakav sistem se mogu napisati dve osnovne jednacine koje opisuju dinamiku
pogonskog motora i zgloba robota:

Tm=]m'ém+Bm'ém+Tl' Tl=]'él+[d]'él,
pri ¢emu je sa By, oznacen koeficijent viskoznog trenja u motoru, dok je sa J

oznafen moment inercije zgloba, a [d] predstavlja mehani¢ke gubitke usled
viskoznog trenja u zglobu.

Moment koji se razvija na zglobu kao posledica natezanja elasticnog elementa se
moze opisati na sledec¢i nacin:

T, =ks (0 — 0) + bs- (0 — 0)).
Promenljiva koja se kontroliSe u ovom sistemu jeste pozicija zgloba robota, odnosno
0,, dok je komandovana veli¢ina pogonski moment jednosmernog motora T,y,.
Ovakav sistem moguce je opisati modelom u prostoru stanja gde je:
X1 = O, X3 = O, X3 =0, X, =0,
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Xy = X,
JmX2 =T — Bpxo — 73,
X3 = Xu,
Jxq =1 — [d]xa,
Yy = X3.

Sredivanjem izraza za ubrzanje motora i zgloba dobija se:

. By, + b; - K, K, by 1
Op=—"—""—""0p——0,+—0,+—0,+—1,,,
™ [ M T S
A KS KS bS ' bS .
0, =—0,——6,+—6,———0,.
Blok dijagram koji opisuje model u prostoru stanja opisanog sistema:
+
Ks 0, 6, 0,
> 3 + I > >
5 +
I, +
1
Tn 3
» KS
s N
+
by
k - L6 f & o |
+
» b
J

Slika 87 — Blok dijagram sistema koji opisuje zglob robota pogonjen jednosmernim motorom preko

elasticne veze.
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Zadatak 76 \
Za planetarni reduktor odrediti prenosni odnos ako je: 1) nosac satelita (planeta)
fiksiran i 2) spoljni prsten fiksiran. Parametri reduktora su: broj zubaca
spoljaSnjeg prstena — Ng;, = 100, broj zubaca centralnog zupCanika (sunca) —

Ng = 50 i broj zubaca satelita (planeta) — N, = 25.

ReSenje:
Da bi konstrukcijski bilo moguée napraviti planetarni reduktor, broj zubaca mora
zadovoljiti uslov:

Ngp = Ng + 2Np,

gde je N, broj zubaca spoljasnjeg prstena, N; broj zubaca centralnog zupCanika
(sunca) i N,, broj zubaca zupCanika satelita (planeta).

1) Najpre je potrebno razmotriti slucaj gde je nosac satelita fiksiran.

U ovom slucaju, moguce je odrediti prenosni odnos od osovine reduktora do
spoljasnjeg prstena:

N=-L=2
N

2) Sada, je potrebno razmotriti slucaj gde je spoljasnji prsten reduktora fiksiran.
U ovom slu¢aju moguée je odrediti prenosni odnos od osovine reduktora do nosaca
satelita:

Ng + Ny

Ny

Zadatak 77 \

Odrediti prenosni odnos harmonijskog reduktora kod koga je broj zubaca
fleksibilnog prstena — Ny = 45, a broj zubaca spoljaSnjeg kruZnog prstena —
N, 1= 50

ReSenje:

Kod harmonijskog reduktora, parametar Ny oznaCava broj zubaca fleksibilnog

prstena, dok N; ozna¢ava broj zubaca spoljasnjeg kruznog prstena.
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Prenosni odnos od ulaza ka izlazu reduktora je:

(Nr 1N,
Moguce je primetiti dve osobine harmonijskog reduktora: prva je ta da za relativno
mali broj zubaca fleksibilnog i fiksnog prstena prenosni odnos reduktora ima veliku
vrednost, a druga da je znak redukcije negativan. Druga osobina govori o tome da
¢e se za jedan smer okretanja ulazne osovine reduktora izlazna osovina okretati u
suprotnom smeru.

Zadatak 78 \
Zglob robota se pogoni elektricnim motorom koji pokre¢e segment robota koji
se moze posmatrati kao Stap mase m = 1 kg i duzine I = 0.5 m. Odrediti
optimalni prenosni odnos reduktora koji se nalazi u zglobu ovog robota ukoliko

je inercija rotora motora 82 g - cm?.

Resenje:
Optimalni prenosni odnos se dobija prilagodenjem opterecenju. Da bi se izraCunao
prenosni odnos potrebno je odrediti moment inercije segmenta koji se pogoni:
1
i = §ml2 = 0.0833kgm?.
Obrtni moment koji pokrece opterecenje je dat slede¢im izrazom:

Na osnovu prethodnog izraza, moguée je odrediti ubrzanje i opterecenja (zgloba
robota):

i TN
MENTI N,
] m + ] l
Kako je potrebno naci prenosni odnos koji ¢e da maksimizuje performanse sistema,

parcijalnom diferencijacijom gornjeg izraza po prenosnom odnosu i njegovim
izjednaCavanjem sa nulom, dobijamo optimalan prenosni odnos:

% _ Tm(]l _]mNZ) -0
oN UmNZ +]l)2 '
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Ji = JmN*=0,
Ti
N= |—.
Im

Odavde se sada dobija optimalni prenosni odnos:

—— "~ 100.
Jm  +/80-1077

Zadatak 79 A\
Motor ¢ije izlazno vratilo ima torzionu krutost od 500 Nm/rad je povezano na

ulaznu stranu reduktora ¢iji je prenosni odnos N = 10, dok je izlazna torziona
krutost reduktora 5000 Nm/rad. Kolika je efektivna izlazna krutost celokupnog

pogonskog sistema prema segmentu robota?

Resenje:

Odredivanje ukupne krutosti sistema je veoma znacajno u polju robotike. Kod
klasi¢nih industrijskih robota kruti segmenti donose dve velike prednosti.
Standardni roboti ne poseduju senzore koji direktno mere poziciju zavrsnog uredaja,
vec se koriste senzori na zglobovima robota i kroz direktnu kinematiku se racuna
pozicija zavr$nog uredaja. Prema tome, prva prednost krutih segmenata i pogonskih
sistema jeste Sto omogucava da postavljeni DH parametri ostanu onakvi kakvi jesu
i pod uticajem spoljasnjih sila i momenata. Druga prednost se ogleda u tome da
fleksibilne strukture mogu do¢i u stanje neprigusenih oscilacija, $to bi dovelo do
nezeljenih pojava u sistemu.

Dva fleksibilna elementa moguce je povezati na dva nacina, rednom i paralelnom
vezom.

Paralelna veza dva fleksibilna elementa ¢e rezultovati ukupnom krutos$éu na sledeci
nacin:

kp =k1+k2,
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dok ¢e redna veza dva fleksibilna elementa rezultovati ukupnom krutos$éu na sledeéi
nacin:

Naravno, ukupna krutost pogonskog sistema ¢e biti rezultat redne veze torzionih
krutosti izlaznog vratila motora i izlaznog vratila reduktora.

Takode, sam reduktor na odgovarajuci nacin modifikuje torzionu krutost izlazne
osovine motora faktorom N?2.

Iz prethodnih relacija se moze odrediti ukupna torziona krutost sistema na sledeci
nacin:

L t 1 k = 4545.4 0
— = k= 4 —,
k. T N%k. 5000 ' 100500 rad

ol

Zadatak 80 \
Inercija rotora pogonskog motora segementa robota  je
0.015 k - gm?, a maksimalni pogonski moment 8 Nm. Ovakav pogon pokrece

segment robota ¢iji se centar mase nalazi na rastojanju od 30 cm, dok je ukupna
masa segmenta 10 kg. Ukoliko se zanemari inercija reduktora, kao i viskozno
trenje u sistemu, izracunati ukupnu efektivnu inerciju pogona, kao i maksimalno
ubrzanje ukoliko je prenosni odnos reduktora:

a) 3, b) 30.

Slika 88 — Pogonski sklop sa motorom i reduktorom.
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Resenje:

Moment inercije zgloba (ukoliko se on posmatra kao materijalna tacka mase m)
robota se moze izraCunati kao:

I, =ml? =10(0.3)> = 0.9 kg * m?.
Ukupna inercija koja deluje na motor je, za prvi slucaj:

1 1
Liotal = Fll +1I, = 50.9 +0.015 = 0.115 kg - m?,

a za drugi slucaj:

1 1
ltotar = 3311 +1Im = 55509 + 0.015 = 0.016 kg - m?.

Moze se videti da se za veci prenosni odnos reduktora ukupna inercija optereéenja
koju ,,vidi” motor smanjuje.

Maksimalno ugaono ubrzanje koje se postize u prvom slucaju je:

b o—_m 8 —6956rad
™ Lot 0115 77T 527

a u drugom slucaju:

i = Tm 8 _Soorad
™ lLotw 0.016 52

Ukoliko bi se motor okretao bez ikakvog opterecenja, izlazno vratilo nije spojeno
za zglob robota, maksimalno ubrzanje koje bi moglo da se postigne je:

) 8 d
g, =m__° ~533 80

I, 0.015 s?
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Zadatak 81 \

Posmatra se postavka iz prethodnog zadatka. Segment robota se moze smatrati
beskonacno krutim, mase 10 kg i centra mase lociranog na rastojanju od 30 cm
od ose rotacije. Reduktor je, takode, beskonacno krut prenosnog odnosa N.
Izlazno vratilo pogonskog sistema je duzine 30 cm i napravljeno je od Celika.

Ukoliko je potrebno da centar mase segmenta postigne ubrzanje od 65.4 rad/s?,
koliko treba da bude precnik izlaznog vratila kako segment ne bi odstupio od

svoje pozicije vise od 0.1 rad pri kretanju?

Resenje:
Inercija opterecenja koje se prenosi ka motoru je:
I, = ml? = 10(0.3)? = 0.9 kgm?.

Ubrzanje koje je potrebno ostvariti tokom kretanja je:

.. rad

Ukupni moment koji tada treba da se razvije iznosi:
T =61, = 58.86 Nm.

Kako pogonski sistem treba da bude dovoljno krut da spreci otklon ve¢i od 0.1 rad
pod dejstvom ukupnog momenta, torziona krutost treba da bude:

T Nm
588.6 —.

k:E: rad

Aproksimativna formula krutosti reduktora se moze izracunati po formuli:

k= Cgbrz,

pri Cemu mu ja sa b oznacena duzina izlaznog vratila, sa r je oznaCen poluprecnik

izlaznog zupCanika, a Cg = 1.34 - 1010 % za Celik.

1z poslednjeg izraza se moze dobiti polupre¢nik izlaznog zupcanika kao:

| k
r= | =38265-10"*m.
Cyb
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Zadatak 82 \

Za konfiguraciju robota sa Slike 89 odrediti ekvivalentnu krutost zavr$nog
uredaja u spoljasnjim koordinatama, ako je krutost pojedinih zglobova k; =
200 Nm/rad i k, = 500 Nm/rad. Duzine segmenata robota su l; = [, =
0.5 m, dok je pozicija unutraS$njih koordinata za konfiguraciju sa slike q; =

[ . Vs
—radigq, = - rad.
5 adigq, > ad

Y A
G

> X

Slika 89 — Robot sa dva stepena slobode.
Resenje:
Ako se posmatra jedan zglob ¢ija je krutost k;, a koji se otkloni iz svog ravnoteznog
polozaja za vrednost Aq;, tada se javlja moment:
7; = kiAq;,
odnosno napisano u matricnom obliku:

T = 0Aq.

Veza izmedu pomeraja u unutras$njim koordinatama i pomeraja u spolja$njim
koordinatama data je sa:
AX = JAq.
Delovanje spoljasnje sile/momenta koji deluju na zavrs$ni uredaj sa momentima u
zglobovima povezani su relacijom:
t=]JTF.
Ukoliko se sada prethodni izrazi srede, moze se dobiti:
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AX=JAq=]O0"'t=]JO0 YT -F=C-F.
Matrica koja povezuje eksternu silu/moment sa pomerajima u spoljasnjim
koordinatama je matrica C, koja se naziva matrica popustljivosti.
Ukoliko se obe strane prethodnog izraza pomnoze sa C~1, dobija se:

F = C71AX,

odnosno,

F = KAX,

pri cemu se matrica K zove matrica krutosti i raspisan oblik ove matrice se moze
napisati na ovaj nacin:

K=c'=(y"H ey

Jakobijan matrica za prikazanu konfiguraciju ima oblik:
J= [—0.683 —0.433]
0.1830 —0.250)

Ukoliko se uvrste krutosti pojedinih zglobova i Jakobijan matrica, dobija se krutost
zavr$nog uredaja robota:

467.9 653.6

K = .
[653.6 4332

Vazno je primetiti da krutost zavrSnog uredaja robota zavisi kako od krutosti
pojedinog zgloba robota, tako i od konfiguracije robota u prostoru (Jakobijan
matrice).
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Zadatak 83 \
Potrebno je odrediti rezoluciju vrha rotacionog segmenta robota. Za aktuaciju
se koristi jednosmerni motor koji ima ugraden reduktor sa prenosnim odnosom
N = 33. Kao senzor ugaone pozicije koristi se digitalni inkrementalni enkoder

sa 500 impulsa po obrtaju. Duzina segmenta je 0.5 m. Posmatrati dva slucaja,
kada je:

a) senzor je montiran na osovinu motora,
b) senzor je montiran na osovinu zgloba robota.

Slika 90 — Segment robota koji rotira.
ReSenje:
Ukupan put koji segment pokriva ukoliko se zarotira za pun krug je:
S=2rn=314m,
1 za ovaj put enkoder izbroji 500 zareza.

Potrebno je prvo razmotriti sluc¢aj kada je senzor montiran na osovinu motora
robota.

Rezolucija koja se postize na osovini motora je data sa:

_ PunKrug  360°
~ Brojlmpulsa 500

REZ,, =0.72°.
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Kako reduktor smanjuje broj obrtaja, odnosno za jedan krug zgloba, potrebno je da
se motor okrene 33 puta. Shodno tome, za jedan pun krug zgloba robota efektivno
¢e senzor povecati broj pulseva 33 puta, pa je rezolucija na osovini zgloba robota
onda:

Rezolucija na vrhu segmenta se dobija kao:

= 0.19 mm.

REZ,
REZ, =S =

Sada je potrebno razmotriti slu¢aj kada je senzor montiran na osovini zgloba.

Ukoliko je senzor montiran na osovini zgloba robota, gubi se efekat na merenje koji
reduktor unosi u sistem, pa je rezolucija koja se postiZze na osovini zgloba:

o

360 .
REZO = W = 0.72°.

Odnosno rezolucija koja se dobija na vrhu segmenta je:

REZ,
REZ,=S-

360° 6.3 mm.

Prednosti postavljanja enkodera na osovinu motora su iz dobijenih rezultata
ocCigledna, odnosno postize se daleko manja rezolucija pri merenju pozicije
segmenta. Ipak, postavljanje senzora na samoj osovini segmenta ima svoju prednost.
Na ovaj nacin se meri ono $to se deSava na samom segmentu, tj. na senzor nece
uticati zazori ili drugi nezeljeni efekti u reduktoru poput elasti¢nosti i drugih
nelinearnosti koji mogu da dovedu do greske u merenju.
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Zadatak 84 \

Potrebno je odrediti rezoluciju vrha rotacionog segmenta robota. Za aktuaciju
se koristi jednosmerni motor koji ima ugraden reduktor sa prenosnim odnosom
N = 33. Kao senzor ugaone pozicije koristi se digitalni inkrementalni enkoder
sa 500 impulsa po obrtaju. Duzina segmenta je 0.5 m. Enkoder je montiran na
osovinu motora i koristi se u kvadraturi (prate se i silazna i uzlazna ivica oba
kanala enkodera).

ReSenje:

Rezolucija na motoru koja ¢e se posti¢i u ovom slu¢aju se moze izracunati na sledeci
nacin:

PunKrug 360°

REZ,, = = =
™ 4-Brojlmpulsa  4-500

0.18°.

Rezolucija koja se postize na osovini zgloba nakon uticaja reduktora se dobija kao:
REZ,, .
REZ, = —— = 0.0055".
N
Konacno, rezolucija na vrhu segmenta se izracunava na slede¢i nacin:

REZ
REZ,=S- 36(): = 0.047 mm.
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Upravljanje

Resavanjem zadataka u ovom poglavlju, ¢itaoci ¢e steci
uvid u moguénosti kori§¢enja znanja o modelu robota sa
jedne, odnosno znanja iz teorije upravljanja sa druge
strane u cilju razli¢itih pristupa upravljanju robotskim
sistemima.
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Zadatak 85 \

Objasniti pristupe upravljanja robotom u unutrasnjim (generalisanim) i
spoljasnjim (funkcionalnim) koordinatama i predstaviti ih blok dijagramom.

Resenje:

Problematika upravljanja u unutrasnjim i spoljasnjim koordinatama se prirodno
namece jer se Zeljeno kretanje robota zadaje u spoljasnjim (funkcionalnim)
koordinatama, dok pogoni robota kojim upravljamo direktno uti¢u na kretanje
unutrasnjih (generalisanih) koordinata.

+ eq upravljanje u T q/X
unutrasnjim robot
koordinatama

Inverzna

Xref
; | kinematika

senzori —

Slika 91 — Blok dijagram upravijacke Seme robota u unutrasnjim koordinatama.

Upravljanje u unutraSnjim koordinatama zahteva najpre reSenje inverznog
kinematickog problema radi izra¢unavanja zeljenog kretanja svakog zgloba, a zatim
upravljanja pozicijom svakog pojedina¢nog zgloba. Mana upravljanja unutra$njim
koordinatama je ta §to se ne meri pozicija zavr$nog uredaja robota ve¢, se ona
procenjuje na osnovu merenja pozicije zglobova i reSavanja modela direktne
kinematike. Model kinematike nikada nije idealan i ne razmatra neizbezne greske
usled zazora u reduktorima 1 elasti¢nosti samih reduktora, ali i ostalih elemenata
mehanicke konstrukcije. To znaCi da iako se idealno ostvare Zeljene pozicije
zglobova, pozicija zavr$nog uredaja ne mora biti idealno ostvarena.
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Inverzna kinematika / dinamika

Xref  + ex upravljanje u T q / X
sy Jmeh|  SpoLjasnjim robot —
= koordinatama

( senzori ]
+ $
L direktna kin. J

Slika 92 — Blok dijagram upravijacke Seme robota u spoljasnjim koordinatama.

Kod upravljanja u spoljasnjim koordinatama, poredi se odstupanje u spoljasnjim
koordinatama. Medutim, treba ista¢i da je poziciju zavr$nog robota tesko direktno
meriti, ve¢ se ona opet procenjuje na osnovu merenja pozicije zglobova i modela
direktne kinematike (manje problemati¢na od inverzne). Sa druge strane, kako se
upravljacke komande izvrSavaju na nivou unutraS$njih koordinata, upravljacki
mehanizam je vrlo kompleksan jer sadrzi proracun inverzne dinamike.

Zadatak 86 \

Nacrtati opstu Semu decentralizovanog upravljanja robotskim manipulatorom.
Objasniti osnovne principe decentralizovanog upravljanja.

ReSenje:

+
?+
+

)¢

+ ?_

qreﬂ,@eﬁ), decentralizovani O *
< kontroler +

G
C
AI:I(...)q
O~ | ~( 1

Tick (t) q (t) Q(t)
e

Slika 93 — Blok dijagram decentralizovane upravijacke seme robota.
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Decentralizovano upravljanje se zasniva na konceptu da se upravljanje vrsi nad
svakim zglobom robota nezavisno tako $to se posmatra samo njegov linearni deo iz
matrice H. Ostatak matrice H, koji se odnosi na efekte dinamickog sprezanja
(kuplovanja) sa ostalim zglobovima kinematickog lanca, kao i brzinski (C) i
gravitacioni efekti (G), se posmatraju kao poremecaji u sistemu. Ovakvim
postupkom zadatak upravljanja je sveden na n nezavisnih zadataka upravljanja
jednim zglobom. Sa druge strane, cena ovako pojednostavljenog pristupa je da su
potrebni robusni kontroleri za upravljanje pojedinim osama zbog velikog doprinosa
opisanih poremecaja.

Zadatak 87 \

Nacrtati opStu Semu centralizovanog upravljanja robotskim manipulatorom.
Objasniti osnovne principe centralizovanog upravljanja.

ReSenje:

upravljanje u
direktnoj grani

<

Vs

N

qref(t) + e(t) ..
— upravljanje u

povratnoj grani

Slika 94 — Blok dijagram centralizovane upravljacke Seme robota.

Model robota je uglavnom poznat korisniku pri projektovanju zakona upravljanja,
kao i referentna trajektorija, odnosno Zeljeno kretanje pozicije zglobova tokom
kretanja. Kod centralizovanog pristupa upravljanju, prvi deo kontrolera eksploatise
znanje o modelu robota (direktnu dinamiku) i zadato kretanje. Naj¢e$¢i naziv za
ovaj deo upravljanja je upravljanje u direktnoj grani ili engl. feedforward. Drugi deo
kontrolera se odnosi na upravljanje u povratnoj grani ili engl. feedback. Ovaj deo
kontrolnog algoritma ima za zadatak da kompenzuje nemodelovanu dinamiku
sistema i eventualno nastale poremecaje i tako obezbedi pracenje reference sa
nultom gre$skom. Naziva se upravljanjem u povratnoj grani zato $to se oslanja na
merenja pozicija zglobova.
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Zadatak 88 \

Napisati zakon upravljanja robotom metodom proracunatih momenata (engl.
computed torque control). Nacrtati Semu upravljanja koja koristi metodu
proracunatih momenata u direktnoj grani uz PD regulaciju odstupanja pozicije
zglobova robota. Objasniti osnovne principe upravljanja robotom metodom
proracunatih momenata.

Resenje:

p‘l(qref)qref +CA(Qref,qref)+é(qref) ——
. Tre

ref (£) |+ t ¥ + q(t)
q fQ-»Q‘i)» K e(t) + K_é(t) Ti?—»

) 4

Slika 95. Zakon upravljanja robota metodom proracunatih momenata.

Metoda prora¢unatih momenata je jedna od najpoznatijih metoda centralizovanog
upravljanja. Upravljanje u direktnoj grani se u ovom slucaju zasniva na
izraCunavanju potrebnih pogonskih momenata u svakom zglobu robota na osnovu
referentnog kretanja i poznavanja modela dinamike robota, koji u opstem slucaju
obuhvata inercijalne, brzinske i gravitacione efekte.

Ovaj deo upravljackog algoritma je moguce rac¢unati u off-line rezimu, pa ¢ak i
prikazati lookup tabelom, ¢ime se smanjuje potrebna racunarska mo¢ u on-line
rezimu koja se moze iskoristiti za neki drugi proces. U ovom slucaju, upravljanje u
povratnoj grani se uglavnom realizuje u vidu PD kontrolera, a doprinos upravljanja
u ovoj grani se realizuje u on-line rezimu. Zakon upravljanja je dat sa:

T= ﬁ(‘lref)éref + E(qrefrqref)qref + a(qref) +Kpe + Kpe.

185



Robotika — zbirka reSenih zadataka

Zadatak 89 \

Napisati zakon upravljanja robotom metodom inverzne dinamike uz PD
regulaciju odstupanja pozicije zglobova robota. Nacrtati Semu upravljanja koja
koristi metodu inverzne dinamike kao nominalno upravljanje. Objasniti osnovne
principe upravljanja robotom na bazi inverzne dinamike.

ReSenje:

qref (t)

l u(t) — qt)

Qrer (1) et) — - . + _ :
,_Q ) Ko +O—»@—:O—» robot | q(t) ,
. — =
qref(t) ;f\ e(t) :@ I —
V_ L_J )

4

=52

o

Qo
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Slika 96 — Upravijacka Sema inverzne dinamike sa PD kontrolerom.

Metoda inverzne dinamike je jo$ jedna Cesta metoda centralizovanog upravljanja.
Za razliku od metode proracunatih momenata, ovde se za proracun inverznog
modela dinamike robota koriste merene, odnosno trenutne vrednosti pozicija i
brzina zglobova robota. Na taj na¢in se dobija preciznije izra¢unavanje potrebnih
doprinosa upravljanja u direktnoj grani, ali je potrebno mnogo viSe racunarskih
resursa jer se, shodno tome, ovakav metod upravljanja mora realizovati u on-line
rezimu. U povratnoj grani se koristi PD kontroler ¢ija je uloga da kompenzuje greske
nastale reSavanjem inverznog modela dinamike i nastalih poremecaja u sistemu.
Zakon upravljanja dat je izrazima:

t=H(Qu+n(q, ),
u(t) = grer(t) + Kpe(t) + Kpe(t).

Primenom navedene metode se dobija slede¢i izraz dinamike robota, gde se jasno
vidi kako PD kontroler kompenzuje nemodeliranu dinamiku sistema datu sa AH i
An:

e(t) + Kpe(t) + Kpe(t) = H 1 (AHq + An).
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Zadatak 90 \

Napisati i predstaviti graficki blok dijagramom:
a) PD zakon upravljanja u unutras$njim koordinatama sa gravitacionom

kompenzacijom,
b) PD zakon upravljanja u spoljasnjim koordinatama sa gravitacionom
kompenzacijom.
Resenje:
a) PD zakon upravljanja u unutras$njim koordinatama sa gravitacionom

kompenzacijom je prikazan na Slici 97.

lKD';

Inverzna

Xref
===3 kinematika

€q + - [ . i >
( )_.._g.( Y=+ )=+| manipulator ’
b m + )

’ 14q

Slika 97 — Bok dijagram upravijacke Seme koji koristi PD zakon upravljanja sa gravitacionom
kompenzacijom u unutrasnjim koordinatama.

Ovo je jedan od Cestih metoda upravljanja industrijskim robotima jer sadrzi deo koji
izracunava pogonske momente, koji su potrebni da kompenzuju gravitaciono
opterecenje na osnovu trenutne pozicije robota, gde se gravitacioni moment vrlo
jednostavno izracunava, dok je merenje pozicija zglobova vrlo precizno. Prikazani
metod upravljanja koristi PD kontroler svakog pojedinog zgloba kao osnovni deo
upravljackog algoritma. Jednacina upravljanje je data sa:

u=g(q) +Kpreq— Kpq.

Primenom navedene metode se dobija slede¢i izraz dinamike robota, gde se jasno
vidi uticaj PD kontrolera definisanog u prostoru unutrasnjih koordinata:

H(q)q+C(q,9)q+ g(q) = g(q) + Kpe, — K)q.
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b) PD zakon upravljanja u spoljaSnjim koordinatama sa gravitacionom
kompenzacijom je prikazan na Slici 98.

(7] X
lKD,: 1 A |¢
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Slika 98 — Bok dijagram upravijacke Seme koji koristi PD zakon upravljanja sa gravitacionom
kompenzacijom u spoljasnjim koordinatama.

Analogno prethodnoj upravljackoj Semi u ovom zadatku, gravitaciona
kompenzacije se postize na jednostavan i precizan nacin na osnovu modela i
merenja trenutne pozicije robota. Sa druge strane, metod upravljanja koristi PD
kontroler definisan u prostoru spoljasnjih koordinata na osnovu merenja, odnosno
procene odstupanja poloZaja zavr$nog uredaja. Na ovaj nain se izraCunava
potrebna sila kojom bi trebalo delovati na zavrsni uredaj robota kako bi se ova
odstupanja eliminisala, a te izraCunate sile se zatim preracunavaju u pogonske
momente pomocu Jakobijan matrice koriste¢i princip virtuelnog rada. Jednacina
upravljanja je data sa:

u=g(q) +J Kpex —J"KpJq.

Primenom navedene metode se dobija slede¢i izraz dinamike robota gde se jasno
vidi uticaj PD kontrolera definisanog u prostoru spoljasnjih koordinata:

AQX +T(q, X +1(q) = g(q) +J Kpex —J"KpJq.
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