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PREDGOVOR

Veé vise od sedamdeset godina robotski sistemi priviace izuzetnu paznju naucne i strucne
Jjavnosti Sirom sveta. Njihovo prisustvo u svim granama tehnike i u nekim drugim naucnim
disciplinama vise je nego evidentno, a pocetak njihove prakticne primene datira jos od tridesetih
godina proslog veka kada je ostvarena znacajna modernizacija proizvodnje. Na robotske sisteme
danas se gleda kao na sisteme koji omogucavaju dalju i fleksibilniju automatizaciju odnosno koji
zamenjuju coveka prvenstveno na opasnim i teskim poslovima.Medutim, najnoviji trendovi u oblasti
primene robotskih sistema ukazuju na sve vecu njihovu zastupljenost u kosmickim istraZivanjima,u
tzv. service i personal robota u covekovom svakodnevnom Zivotu na «home-friendly» nacin kao i sve
vecu upotrebu u rehabilitaciji i u pojedinim granama medicine.Sa stanovista mehanike robotski
sistemi predstavljaju sisteme krutih /elasticnih tela i kao takvi se dalje mogu egzaktno proucavati. U
matematickom smislu dinamicki modeli takvih sistema opisani su nelinearnim diferencijalnim
Jjednacinama.

Ova zbirka zadataka je namenjena prvemstveno studentima kojima ce pomoci u reSavanju
zadataka i savladivanju materije iz predmeta Mehanika robota koji se slusa na Masinskom fakultetu u
Beogradu.Takode zbirka je namenjena i drugim studentima zavrinih godina studija masinstva i
elektrotehnike kao i doktorantima na drugim fakultetima.

Imajuci u vidu cinjenicu da se predmet Mehanika robota predaje preko deset godina na
Masinskom fakultetu i uzimajuci u obzir slozenost i specificnost materije koja je obuhvacena ovim
predmetom, ova zbirka zadataka je dobrodosla da popuni «prazninuy odnosno da omoguci
korisnicima da efikasnije usvoje, utvrde i provere svoje znanje koje se odnosi na ovu oblast
mehanike.Ona je nastala kao plod visegodisnjeg intezivnog bavljenja autora ovom problematikom pri
Cemu su u njoj uobliceni i odabrani rezultati koji se odnose na ovu problematiku kolega sa katedre za
Mehaniku, prvenstveno prof.dr Vukmana Coviéa i kolege dr Sase Markovicéa kao i prof. dr Aleksandra
Obradovica i doc. dr Milanke Glisic.

Zbirka zadataka sadrzi pazljivo odabrane primere koji su koris¢eni tokom niza godina pri
izvodjenju laboratorijskih ili racunskih vezbanja iz ovog predmeta, gde su za karakteristicne primere
napisani odgovarajuci programi u MATLAB okruzenju.Takode, potrebno je na ovom mestu istaci da
se ova zbirka u velikoj meri oslanja i prati predavanja iz ovog predmeta koja su takode uoblicena i
spremljena za Stampanje u obliku knjige -Mehanike robota.

Autor je zahvalan mladom kolegi Milosu Zivanoviéu, na korisnim primedbama pri zavr§nom
formiranju ove zbirke.Sa ne manjim zadovoljstvom, autor izrazava zahvalnost i kolegi Pordu Lazovicu
na tehnickoj pomoci, stalnoj podrici i interesovanju da ova zbirka dobije zavrsnu formu.

Dr Josifu Vukovicéu i Dr Aleksandru Obradovicu profesorima Masinskog fakulteta u Beogradu
autor je duboko zahvalan na korisnim sugestijama, savetima i trudu oko rezencije.

1 pored velike paznje pri konacnom oblikovanju ove zbirke autor je svestan da se mogu pojaviti
greske, pa se unapred zahvaljujem svim korisnicima koji ¢e ukazati na njih kao i na ostale uocene
nedostatke.

Autor
Beograd,avgust, 2006 godine
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4 Zbirka zadataka iz mehanike robota

zgloba) 1 na kraju jedan IV klase, (Kardanov zglob).Kinemati¢kom paru V klase
odgovara jedan stepen slobode dok kinemati¢kom paru IV klase odgovara dva
stepena slobode.Prema tome, uo¢eni robot ima Sest stepeni slobode.

klasa |broj stepeni
kinem. slobode
para

v 1

v 2

11T 3

Tabela 1. Primeri jednostavnijih kinematickih parova
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2. ORTOGONALNE TRANSFORMACIJE KOORDINATA

2.1 Elementarne matrice transformacije

Primer 1. Odrediti matricu transformacije koordinata iz pokretnog koordinatnog
sistema OEn¢ u nepomicni koordinatni sistem Oxyz [A] u slucaju da se pokretni

sistem obrce oko osa Ox,0y,0z pri cemu su uglovi rotacije definisani
a=30°,3=45",y=60° respektivno. Smatrati da se odgovarajuce ose pokretnog i
nepokretnog koordinatnog sistema u referentnoj konfiguraciji (0.=0,=0,y=0)
pojedinacno, poklapaju (sl. 2.1).

Odredimo matricu transformacije koordinata iz pokretnog koordinatnog sistema
0¢&nd u nepomicéni koordinatni sistem Oxyz u slucaju da se pokretni sistem obrée
oko ose Ox pri ¢emu je ugao rotacije definisan uglom «.Takode,uvodi se pretpos-
tavka da se odgovaraju¢e ose pokretnog i nepokretnog koordinatnog sistema u
referentnoj konfiguraciji (« = 0) poklapaju (sl. 2.1 a).

Slika 2.1a Slika 2.1b Slika 2.1¢
Matrica transformacije je odredjena slede¢im izrazom ,[1]:
A0 i ovei
[A]=|Aj &) v 2.1
Ak -k vk

Kako su u pitanju jedini¢ni vektori sledi:
cos Z(hi) cosZ(Ri) cosZ(V,i)
[A]: cos /(N }) cosZ(Rj) cosZ(V,j)]|, (2.2)
cos Z(hk ) cosé(ﬁ,lg) cos Z(v,k )
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odnosno, za a =30° = %[rad] : (2.3)

cos0 cos (7/2) cos (/2)
|:Ax,a:30° } =| cos(7/2) cosa cos(z/2+a)|=

cos(r/2) cos(n/2-a) cosa
1 0 0 1 0 0
=|0 cosa -sina =|0 0,8660 0,5

0 sina cosa 0 0,5 0,8660

‘0(:71'/6

Ukoliko pokretni koordinatni sistem O&nd rotira oko ose Oy pri ¢emu je ugao
obrtanja definisan uglom B=45"=mn/4, pod pretpostavkom da za referentnu
konfiguraciju (f=0) vaze prethodno opisani uslovi (sl. 2.1b), na osnovu
relacije,(2.2) dobija se:

cos f3 cos(z/2) cos(x/2-p)
|:Ay,,8:45° } =| cos(r/2) cos 0 cos(z/2) |=
| cos(7/2+ ) cos(r/2) cos f3

- . 2.4
cosff 0 sinf 0,7071 0 0,7071 2.4)
= 0 1 0 = 0 1 0
|—sinf8 0 cosf p=r/4 -0,7071 0 0,7071

I na kraju, ukoliko pokretni koordinatni sistem O&n¢ rotira oko ose Oz pri ¢emu je
ugao obrtanja definisan uglom vy=60°, pod pretpostavkom da za referentnu
konfiguraciju (y = 0) vaze prethodno opisani uslovi (sl. 2.1c), na osnovu relacije,
dobija se:

cos y cos(zw/2+y) cos(7z/2)
|:Az,;/=60° J =|cos(z/2-7) cos ¥ cos (7/2)
| cos(7/2) cos (7/2) cos 0

- , , (2.5)
cosy —siny 0 0,5 —0,8860 0
=|siny cosy O0|=|0,8860 0,5 0
0 0 1 0 0 1

Matrice transformacije (2.3), (2.4 ) 1 (2.5) definiSu nacin promene koordinata tacke
krutog tela koje se obrée oko izabrane koordinatne ose nepomi¢nog koordinatnog
sistema, pod pretpostavkom da se u referentnom polozaju (ugao obrtanja jednak
nuli), lokalni sistem vezan za telo i nepomicni koordinatni sistem poklapaju.
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2.2 Matrice transformacije-karakteristicni slucajevi

2.2.1 a) Slaganje rotacija oko nepomicnih osa

Primer 2. Izracunati matricu transformacije [A] za slucaj da se telo [v], obrée
oko odgovarajucih osa nepomicnog koordinatnog sistema Oxyz, sukcesivno. Neka
se prva rotacija vrsi oko ose Ox za ugao o =30°, druga oko ose Oy za ugao
B=45" a treca oko ose Oz za ugao y=60". Uvodi se pretpostavka da se
koordinatni sistemi Oxyz i O&ng u pocetnom polozZaju poklapaju.

T: /5

g

M .
0 y i,
x ; Ul
= i
2 \4
1%
Slika 2.2

Uocava se tacka M krutog tela [V] Cije su koordinate u lokalnom koordinatnom
sistemu O&nd vezanom za kruto telo M(&, n,¢) (s1.2.2). Nakon obrtanja krutog tela

[V] oko ose Ox za ugao o =30°, koordinate tacke M u nepomi¢nom koordinatnom

sistemu Oxyz bice: (2.6)
x & I 0 0 & 1 0 0 é
V= [Ax 230" J n¢=|0 cosa -sina ny=|0 08660 -0,5 [{7¢,
7 ¢ 0 sina cosa ‘a:30" 4 0 05 08660]||s

Nakon rotacije krutog tela oko ose Oy za ugao B=45" koordinate tacke M u
nepomic¢nom koordinatnom sistemu bice:
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X X cosf 0 sing X
Yo = |:Ay’/3:45° :| = 0 1 0 Ne=
Zy z —sinff 0 cosp|, ... |7
jpess 0 @7)
0,7071 0 0,7071||x
=l 0 1 0 |y
-0,7071 0 0,7071] |z
odnosno imajuci u vidu prethodna dva izraza sledi: 2.8)
X2 X
Y2 (= |:Ay,ﬂ:45° } = |:Ay,ﬂ:45° :||:Ax,a:30° } =
) 7 ¢
[ cosfp 0 sing 1 0 0 &
= 0 1 0 0 cosa —sina ne=
|—sinf 0 cosp ‘ﬁ=45° 0 sina cosa ‘azme -
[ 10,7071 0 0,7071][ 1 0 0 & 0,7071 10,3535 0,6124|[¢&
= 0 1 0 0 08660 0,5 |\n;= 0 0,866 0.5 |17
|—0,7071 0 0,7071]|]0 0,5 0,8660 | |& —0,7071 0,3535 0,6124||<¢

Poslednja rotacija vrsi se oko ose Oz za ugao y tako da se koordinate tacke M u
nepomic¢nom koordinatnom sistemu mogu izracunati iz izraza:

X Xy cosy —siny 0 Xy 0,5 —0,8660 0]|x,
yi= [AZ s } yyb=siny cosy 0 v, b=08660 0.5 0y,
z 2z 0 0 1 ‘7:60° z 0 0 1|2,
) (2.9)
Kombinovanjem jednacina (2.6), (2.8) 1 (2.10) dobija se:
x 4
yvi=[4,114, 4, K7, (2.10)
z <
Na osnovu relacije (2.21), moze se odrediti matrica transformacije:
[4]=1[4.,1[4, /1[4, ] (2.11)

Zamenom odgovarajuc¢ih matrica transformacija (2.16), (2.18) i (2.20) u (2.12)
dobija se:

cosy —siny 0|l cosff 0 sing||1 0 0
[4]=|siny cosy 0 0 1 0 ||0 cosa —sina|, (2.12)
0 0 1||-sinf 0 cosf||0 sina cosa
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Izraz za matricu transformacije je moguce prikazati i u kondezovanom obliku:
cBey —cPBsy sp
[A]: sosPey+casy cacy—sasPsy —soacPl, (2.24)
—casPcy+sasy sacy+casPsy cacP

pri ¢emu su, radi kraceg zapisa, sinusna i kosinusna funkcija oznacene slovima c i
s. Poredenjem izraza (2.23) i (2.13) moze se uociti da se matrica transformacije u
slucaju slaganja rotacija oko nepomi¢nih osa dobija mnozenjem istih matrica kao i
matrica transformacije za slucaj slaganja rotacija oko odgovarajucih pokretnih osa,

ali obrnutim redosledom. S obzirom da je matricno mnozenje nekomutativno, i
matrice transformacije (2.24) i (2.14) se razlikuju.

2.2.2 Matrica transformacije koordinata za slucaj sfernog kretanja krutog tela
¢iji polozaj odreduju Ojlerovi uglovi

Primer 4. Izracunati matricu transformacije [A] za slucaj da se telo [V], obrée
oko odgovarajucih osa pokretnog koordinatnog sistema O&nc, sukcesivno. Neka
se prva rotacija vrsi oko ose Oz za ugao vy =30°, druga oko ¢vorne ose On za
ugao 0=45" a treca oko ose O za ugao ¢=060". Uvodi se pretpostavka da se
koordinatni sistemi Oxyz i O&ng u pocetnom polozaju poklapaju.

Ak
Z

="

7~ 3
Ve

Slika 2.4
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Neka kruto telo [V] vrsi sferno kretanje u odnosu na tacku O koja predstavlja
koordinatni pocetak Dekartovog koordinatnog sistema O&nd vezanog za kruto

telo. U referentnoj konfiguraciji naznacenoj indeksom (0) opisani koordinatni
sistem poklapa sa nepokretnim koordinatnim sistemom Oxyz (sl. 2.4). Uzimajuci
da je proizvoljna konfiguracija razmatranog krutog tela odredena Ojlerovim
uglovima (w,6,¢), odredice se zakon transformacije Dekartovih koordinata

proizvoljne tacke M krutog tela za svaku od konacnih rotacija [V] koje odgovaraju
Ojlerovim uglovima. Ocigledno je da nakon rotacije za ugao precesije W
koordinatni sistem O&ng iz referentnog polozaja O&g 704 Prelazi u poloZaj
0&'n"¢" (sl. 2.4). Imajuéi u vidu da je:

O&0)MoyS0) = Oxyz (2.25)

dolazi se do slede¢eg zakona ortogonalne transformacije koordinata:

X &'

ve=4,K7" (2.26)
I
gde su: x,y,z - Dekartove koordinate tacke M u odnosu na koordinatni sistem Oxyz;
&' 1", ¢" - Dekartove koordinate tacke u odnosu na koordinatni sistem O&" 77" ¢ ;

Matrica transformacije [4,,] je na osnovu (2.5) odredjena:

N

cosyy —siny 0 0,8660 -0,5 0
[4, ]=|siny cosy 0 =| 05 08660 0], (2.27)
0 0 1 0 0 1

Nakon rotacije za ugao nutacije € koordinatni sistem prelazi iz polozaja O&" " "
u polozaj O&' 7' ¢’ . Ova konacna rotacija za referentnu konfiguraciju ocigledno ima
koordinatni sistem O&"7"¢". Sli¢no,matrica transformacije [4,] je na osnovu
izaraza (2.3) odredjena :

10 0 10 0
[49]=|0 cos® —sind =[0 07071 -0.7071|. (2.28)
0 sinf cos@ 0 0,7071  0,7071

\9:45°

Pri tome su koordinate tacke M krutog tela u koordinatnim sistemima O&" 7" ¢" i
0¢&'n' ¢ vezane relacijom:

' ¢
"¢ =g 7 ¢ (2.29)
¢ g
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2.4 Odredjivanje kinematskih karakteristika krutog tela primenom osobina
matrice transformacije i dualnog objekta

2.4.1 Ugaona brzina u sluc¢aju sfernog kretanja krutog tela-Rezalovi uglovi

Primer 13. Izracunati ugaonu brzinu o tela u trenutku t=1sec u slucaju da se
telo [V], obrée oko nepokretne tacke O. Konacne jednacine kretanja tela su
poznate a(t)=xt/2, B(t)=xt*>/4, y(t)=xt> /3. U pocetnom polozaju telo je bilo
u referetnoj konfiguraciji.

Neka je sa [g)d] oznaCen dualni objekat vektora ugaone brzine ¢ije koordinate

o .o, ,0_ predstavljaju projekcije vektora @ na ose nepokretnog koordinatnog

X

sistema Oxyz:

0 -0, o
z y
[a)d]z ®, 0 -o, (2.92)
-0, o, 0

Na osnovu Ojlerovog obrasca brzina uocene tacke krutog tela v=ax7 ,[3] gde je
sa ® oznaena trenutna ugaona brzina, a sa 7 vektor polozaja uocene tacke M,
moze se na osnovu osobina dualnog objekta izraz za brzinu prikazati kao:

(7= o J{7} (2.93)

odnosno:
v, 0 0, o, ||x
vy r=| o, 0 -o, Kyr- (2.94)
v, -0, o, 0 ||z

Kako je:
x g
vi=[4kn{. (2.95)
z 4

zamenom u prethodni izraz:
v, 0 -0, o, &
vot=l 0. 0 -—o,[4dint. (2.96)
v, -0, o, 0 C

S druge strane ako izraz (2.95) diferenciramo po vremenu proizilazi:
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o= \Jo? +0? + 0 =[(120717) +(-0.7077) +(0.57) =4.6650 5~ .(2.112)

Projekcije vektora ugaone brzine krutog tela na ose lokalnog koordinatnog sistema
O¢&nd mogu se odrediti bilo koriS¢enjem relacije (2.107), mnoZenjem trans-
ponovane matrice transformacije (2.24) i matrice (2.108), bilo primenom relacije
(2.106). Na oba nacina dobija se istovetan rezultat:

0 = G cosPcosy+Psiny,
wn:—dcosBsiny+Bcosy, (2.113)
O, =y+asinp.
tj.
g (1) = (7 /2)cos(z/4)cos(z /3)+(/ 2) sin(xr / 3) = 0,609847,
@, (1) =~(z/2)cos(z / 4)sin(z /3)+ (x / 2) cos(x / 3) = -0,05627, (2.114)
oy (1) =7+ (x/2)sin(z/4) =1,35367.
Sli¢no kao i u prethodnom slucaju, dobija se da je intezitet vektora ugaone brzine
krutog tela: (2.115)

0= \J0? + 02 + 0 =[(0.60987) +(~0,05627) +(1.35367)° =4.6650 5!

2.4.2 Brzina uocene tacke krutog tela u sluc¢aju sfernog kretanja -Rezalovi
uglovi

Primer 14. Izracunati brzinu v u odnosu na Oxyz tacke M, (102) krutog tela
[V]u trenutku t=1sec.Telo se obrée oko nepokretne tacke O gde su konacne
Jjednacine kretanja poznate a(t)=nt/2, B(t)= 72 /4, y(t)=nxt> /3. Smatrati da
se koordinatni sistemi Oxyz i O&ng u pocetnom polozZaju poklapaju.

Ojlerov obrasac za brzinu uocene tacke M krutog tela, glasi:

)=lo |} (2.116)
Sli¢no, 1 ovde je sa[wd} oznacen dualni objekat vektora ugaone brzine Cije
koordinate @ ®,,®, predstavljaju projekcije vektora @ na ose nepokretnog

x 7y
koordinatnog sistema Oxyz.Prema tome:
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[sin(1.5708*t)*sin(.78540%t72)*(6.2832*t*sin(1.5708*t)*sin(.78540%t"2)+4.934
9*tA3%cos(.78540%t°2)*sin(1.5708*t)+4.9349*t"2*sin(.78540%t"2)*cos(1.5708*
t)+1.5708*cos(1.5708*t)-2.4674*t*sin(1.5708*t))-
1.*cos(1.5708%t)*sin(.78540%t"2)*(-6.2832*t*cos(1.5708*t)*sin(.78540%t"2)-
4.9349%t73*cos(.78540%t72)*cos(1.5708%t)+4.9349%t"2*sin(.78540*t"2)*sin(1.
5708*t)+1.5708*sin(1.5708*t)+2.4674*t*cos(1.5708*t))+cos(.78540%t°2)*(6.28
32%t*cos(.78540%112)-4.9349%t"3*sin(.78540%t°2))]

epsilonxyz=5.4650 5.0603 0.9534
epsilonintl = 7.5088

epsilonksiec = -0.2326 -5.9774 4.5385
epsilonint2 = 7.5088

2.4.6 Ugaona brzina i ugaono ubrzanje krutog tela - slu¢aj Cardano-Hooke-
ovog zgloba

Neka je proizvoljna konfiguracija razmatranog krutog tela odredena uglovima
(a,B),(sl. 2.7). Pri tome potrebno je odrediti se zakon transformacije Dekartovih

koordinata proizvoljne tacke M krutog tela za svaku od konacnih rotacija koje
odgovaraju datim uglovima. Nakon rotacije za ugao « koordinatni sistem O&nd

iz referentnog poloZaja O, 760 = Oxyz prelazi u polozaj O&7n'c”, (sl. 2.7).
Nakon rotacije za ugao B koordinatni sistem prelazi iz polozaja O&'n'¢" u polozaj
Oénd . Pri tome su ortogonalne transformacije koordinata u ovom slucaju date:

x &'o[g 3 x '3 £
ve=l 't s t=4e it > v =[4][ 4z |\np=[4){n}.  (2.166)
z '] ¢ S z s s

gde su odgovarajuce matrice transformacije:

1 0 0 cosa —sina 0
|:Aé:':|= 0 cosp -sinf|, [A]=|sina cosa 0. (2.167)
0 sinff cosp 0 0 1

odnosno:

cosa —cosfsina sinasinf
[4] =] sina cos B —cosasinf |, (2.168)
0 sin cos 3

Pri tome je: (2.169)
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_du apy a3
dl4 |
T |91 4 43 |=
az; azx  ds3

—asina —acosBcosa+ fsinasin B dsin feosa + fsina cos f
=| agcosa —dcosBsina+ fBeosasin B dsinBsina — fcosacosf |,

0 LBcos —Bsin B

Sada je moguce na osnovu izraza da se odrede projekcije vektora ugaone brzine na
ose pokretnog sistema:

Wg = ay3a1y +aydyy +a33a3; = p,

a,, = a11d13+ a21d23 +taziazy = dsinﬁ, (2170)

n
CU; = al2d1 1+ 022d2l+ (132(:131 = dCOSﬂ.

1 na ose nepokretnog sistema:

[ a)é_— BCOSCZ
o, :[A] @y = Bsina ¢, (2.171)
@, o | @

Imajuci u vidu sliku vektor ugaone brzine je:
@ =dk+ B, (2.172)
Projekcije ugaonog ubrzanja krutog tela na ose koordinatnih sistema Oxyz i O&nd

mogu se odrediti direktnim diferenciranjem projekcija (2.110) i (2.113). Na taj
nacin dobija se:

£, =, = fcosa— fasina,

&, =, = fsina + facosa,

y

&, =0, =d.

£x =z =,

&, = @, = dsin f+afcos B, (2.173)

& =y =g cos f—afsin B.

Slika 2.7
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Primer 18. Odredivanje kinematickih karakteristika konusne drobilice”

Konusne drobilice su projektovane za mlevenje srednjih i velikih tvrdih stena
razli¢ite krupnoce.Kretanje pokretnog konusa jeste slozeno kretanje koje
sacinjavaju prenosno kretanje tj. rotacija pokretnog konusa oko ose drobilice i
relativnog kretanja koje predstavlja rotaciju pokretnog konusa oko sopstvene ose
simetrije (vidi sl.2.8). Ugao izmedu ovih osa je konstantan y = const . Kinematicka
analiza pokretnog konusa je opSteg karaktera zato Sto kretanje pokretnog konusa
ne zavisi od tipa i konstruktivnog reSenja konusne drobilice.Kretanje pokretnog
konusa razmatrace se kao sferno kretanje krutog tela oko nepomicne tacCke.
Nepomicna tacka se dobija kao tacka preseka ose simetrije Oz i njegove prave ose
rotacije O¢ . Polozaj pokretnog konusa je odreden polozajem pokretnog

koordinatnog sistema O&nd koji je vezan za pokretni konus, i njegov polozaj u
odnosu na nepokretni koordinatni sistem je odreden Ojlerovim uglovima ,68,¢.
Ovde je ugao izmedu ravni Oxyi O&n Kkonstantan y = const. Takode, ako se

zanemari uticaj mrtvog hoda moZe se uzeti u obzir da je ugao nutacije
6 =y = const.

Ugaona brzina pokretnog konusa \
odredena je slede¢im izrazom:

o V%/
& =yk+0n—¢v (2.174) /

Znak minus je posledica Cinjenice da je
tre¢a rotacija ostvarena u negativhom
matematiCkom smeru za ugao sopstvene

2

rotacije ¢ (s1.2.8). Ovde y = @, = const 7 %
predstavlja predlozenu ugaonu brzinu // ﬁ
konusne drobilice ostvarenu koni¢nim VALl =
zupCanicima (stacionarni radni rezim), i A
gde je 60=0,p=w, odgovarajuéa

ugaona brzina konusa oko ose simetrije. Slika 2.8

* u cilju ilustracije moguénosti primene matrica transformacije a koja izlazi van okvira date
zbirke predstavljen je ovaj primer, vidi (Bosnjak,Glisi¢ 2002),[5]
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Slika2.9
Na osnovu izraza (2.130) sledi:
@, 7 0 cosy sin@siny 174
@, = [A]woﬂ 0t=|0 siny —sin@cosy |{ 0 (2.175)
@, - 1 0 cos b -
odnosno:
w, 0 cosy sinysiny o)
@, =0 siny —sinycosy |3 0 (2.176)
o, 1 0 cosy -w,

U odnosu na pokretni koordinatni sistem, na osnovu izraza (2.133) dobija se

W Y —sin@singp cosp O|| v
@, = [B]woﬂ 0 \=| sinfcosp sinp 0] 0 (2.177)
oy - cos @ 0 1||-¢
tj.
(oF —sinysing cosp 0||a
w, ¢=| sinycosp sing 040 (2.178)

@y cosy 0 1||\w



Zbirka zadataka iz mehanike robota 47

Slika 3.1

Prema tome, kruto telo [V] obrée se oko nepomicne tacke O tako Sto vrsi jednu
konac¢nu rotaciju oko ose Oz orijentisane jediniénim vektorom e za ugao ¢. Pri

tome proizvoljna tacka M krutog tela prelazi iz pocetnog polozaja M, u krajnji
polozaj M, (sl. 3.1). Vektori poloZaja poc¢etnog i krajnjeg poloZzaja tacke M su:

P, =OM,, 7 =O0OM,. (3.1

Ocigledno je da ¢e se pocetni i krajnji polozaj tacke M nalaziti na krugu [/] koji lezi
u ravni upravnoj na osu konacne rotacije O7. Poluprecnik ovog kruga / odreden je
rastojanjem tacke M u po¢etnom polozaju M, od ose Oz. Uvode se tri medusobno

ortogonalna jedini¢na vektora §, p,e na sledeéi nacin:

el = pre=- ) (¢2)
|7 7]

Posto je

i =Ty +MoMy,  MoMj = (CMj cos p—CMq)s +(CM sinp)p (33)
kako je:

CM,y = CM, =[éx7, (3.4)
sledi da je:

A= —|E><70|(1—costp)§+|é><Fol(sin(p)f) , 3.9

odnosno, s obzirom na (3.2):

A=ry+(1—cos®)éx(éxFy)+(sinp)éxr,. (3.6)
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Prethodno izvedeni izraz predstavlja Rodrigov obrazac koji uspostavlja vezu
izmedu vektora polozaja tacke M u pocetnom i krajnjem polozaju.

Primer 2. Poznat je vektor p=(1 0 2)". Odrediti vektor p, koji se dobija
rotacijom vektora p oko ose  koja je odredena jedinicnim vektorom

E:(l/\/g ~1/43 l/ﬁ)r,zaugao @=60°.
~ A

e

Slika 3.2
Na osnovu Rodrigovog obrasca ima se:
Di=D+(l—cos@)éx(eéxp)+(sing)éxp 3.7
gde su:
i J k
exp=|1/\3 -1/\3 1/\3 :L(—zf—jwé), (3.8)
NE)
1 0 2
i j k
ex@xp)=| /N3 -1/\B 1\B|=-j-k (3.9)

2/3 —1/3 143

P =Z+21€+(1—cos(n/s))(—j—/Z)+sin(n/3)(L

V3

(—2?—}+1€)}=—]+2/€=(0 -1 2)f

(3.10)
koris¢enjem programa M.6 ,dodatak D.6 ,dobija se:

>> rodrigobrazacvektor
unesi vrednost ugla fi=pi/3
unesi vrednosti za vektor e=[1/1.73,-1/1.73,1/1.73]
unesi vrednosti za vektor r=[1,0,2]
rmovo=0 -1 2
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3.1.2.Rodrigova matrica transformacije
Primer 3. [zvesti izraz za Rodrigov obrazac u matricnom obliku.

Neka su Dekartove koordinate tacke M u njenom pocetnom i krajnjem polozaju:
X
A=y () =1y¢ 3.11)
z

Relacija (3.11) moze se napisati u obliku:

(i) =[4]{%) (3.12)
Na osnovu osobina dualnog objekta vektorski proizvodi su odredjeni sa:

exi)=le' i} ex@xr)=e’ [ ) (3.13)
gde posle zamene u Rodrigov obrazac (3.6) dobija:

[4.]=[1]+ (1-cos @) | +ming)le?], (3.14)

odnosno konac¢no tzv. Rodrigova matrica.

Primer 4. Poznat je vektor p=(1 0 2)'. Odrediti vektor p, koji se dobija
rotacijom vektora p oko ose koja je odredena jedinicnim vektorom

e= (1/\/5 ~1/43 1/\/5)’ , za ugao ¢©=060° primenom Rodrigovog obrasca u
matricnom obliku.

Vektor p, se moze odrediti na osnovu izraza :

(5= 2o} = (I} 1-coso fe' T+ sin e ) 7o), (3.15)
Pri tome je:
[d] 0 -e ¢ | 0 -1 -1
e’ |=] e, 0 -e |=—f| 1 0 -1} (3.16)
—e, e 0 3 -1 1 0
-2 -1 1
[ed]z:[edled]zl -1 -2 -1} (3.17)
3 1 -1 =2

Zamenom u izraz (3.15) dobija se:
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4. KINEMATIKA ROBOTA

4.1 Modeliranje mehanic¢kog kretanja robotskog sistema

U jednostavnijim slucajevima mehanicko kretanje robotskog sistema moZe se
modelirati kao kretanje otvorenog kinematickog lanca bez grananja pri ¢emu su
veze izmedu segmenata kinematickog lanca date u vidu kinematickih parova pete
klase. Ako se u robotskom sistemu koji je dat u obliku kinematickog lanca pojave
kinematicki parovi (druge, trec¢e ili Cetvrte klase), onda je moguée izvrsiti
dekompoziciju takvih parova na niz parova pete klase. To je ostvareno uvodenjem
tzv. fiktivnih tela — tela proizvoljne dimenzije, sa masama jednakih nuli i
proizvoljno izabranim fiktivnim centrima inercije ([1],[2],[7]).

4.1.1 Primer dekompozicije veze date u obliku kinemati¢kog para cetvrte
klase: Cardano-Hooke-ov zglob

Kod nekih robotskih sistema veze izmedu susednih segmenata su data u vidu
kinematickih parova Cetvrte ili tre¢e klase koje omogucavaju dva ili tri nezavisna
pomeranja u tom zglobu respektivno. Takav primer je i Cardano-Hook-ov zglob
koji se koristi za prenosenje obrtanja oko osa koje se seku (slika 4.1). On se sastoji
od dva rotaciona zgloba ¢ije se ose seku pod pravim uglom, gde svaki zglob moze
pojedina¢no da se pomera u jednoj ravni. Lako je uoditi da je to kinematicki par
Cetvrte klase. Dekompoziciju takvog para moguce je realizovati uvodenjem jednog

fiktivnog tela (m =O) koji zamenjuje sada Kardanov krst (slika 4.2) ¢ime se

realizuje dekompozicija Kardan-Hukovog zgloba na dva rotaciona zgloba kojima
su segmenti [V;,; ] i [V;,; | povezani i to tako da se ose zglobova seku pod pravim

uglom kao 1 00y = 0.
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Slika 4.2

4.1.2 Primer dekompozicije veze date u obliku kinemati¢kog para trece klase

-tri Ojlerova ugla

Relativno kretanje segmenta [Vl] mase 7, u odnosu na robotski segment [Vl._l] a

za koji je istovremeno i vezan pomocu kinematickog para treée klase moguce je
predstaviti kretanjem otvorenog kinematickog lanca bez grananja koji se sastoji od

Cetiri segmenta. Segmenti i,,,i,, predstavljaju fiktivna tela m, = 0, m; =0 dok
je masa prvog segmenta jednaka masi realnog tela [VH ] ,m, =m,_,; odnosno masa

cetvrtog segmenta jednaka je masi realnog tela [K],m4 =m;, . Pri tome, su veze

izmedu susednih segmenata dati u vidu cinlindri¢nih zglobova. Ako se uzme da je
prvi segment - nepokretno postolje tj. posmatrace se osnovni slucaj ,[7]:
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(@)

Slika 4.3a a Slika4.3b

Polozaj tela [)j] odreduju Ojlerovi uglovi tako da su nezavisne koordinate
izabrane na slede¢i nadin,sl.4.3a: ¢' =9, ¢*=v, ¢’ =6,

Izbor karakteristi¢nih tacaka je realizovan na sledec¢i
nacin,sl.4.3.b: 0= 0,153, =C, =C;. Mase tela, karakteristi¢ni vektori i tenzori

inercije tela” za ovaj slu¢aj predstavljeni su tabelarno:

Teloi| & | & |& Bi A m | [Vl

[1] 0 Loj@oo 000 [(0o0f]0 [0]

2] 0 Lo 000 [(0oo0f]0 [0]

3] 0 1 © 00" | {P3} {53} m [Ves ]
Tabela 4.1

* videti poglavlje o tenzoru inercije tela
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4.3 Direktan zadatak kinematike

Primer 7. Robotski sistem je dat u obliku otvorenog lanca bez grananja sa
kinematickim parovima V klase i ima n stepeni slobode gde vrh robotskog sistema
(hvataljka) ima m stepeni slobode. Postavijeni zadatak ima m, stepeni slobode.
Odrediti kinematicku redundantnost sistema u sledeéim slucajevima:
a) n=7, m=5
b) n=6,m=4
¢) n=5,m=5, jedan singularan polozaj robota
d) n=6,m=6,m, =3
e) n=5m=5m,=5
Generalisane koordinate koje jednoznacno definiSu polozaj datog robotskog
sistema (ql,qz,..,q”) nazivaju se 1 wunutrasnje koordinate. Koordinate koje
jednoznacno definiSu poziciju i orijentaciju hvataljke u prostoru u odnosu na
nepokretni koordinatni system Oxyz jesu spoljasnje koordinate. Za opsti polozaj
hvataljke u prostoru potrebno je definisati najviSe sest nezavisnih parametara i to:
tri za poziciju (xH, yH,zH)i tri za orijentaciju —Ojlerovi uglovi («9,¢,y/). Prema
tome, ako je n>6 bez obzira na m, ili n>m robotski sistem je redundantan,[8].
Takode, ¢ak i ako je robotski sistem “neredundantan” n=m a m >m, onda je dati
sistem redundantan u odnosu na postavljeni zadatak.
Tako je,[9]:

a) Uprvomslucaju n=7>6>m=>5 sistem je redundantan

b) U drugomslucaju n=6>m=4  sistem je redundantan

¢) U tre¢em slucaju u singularnom poloZzaju hvataljka “gubi” jedan stepen

slobode paje n=5>m=4 sistem je redundantan
d) U cCetvrtom slu¢aju n=m=6>m_ =3 sistem je redundantan u odnosu na
postavljeni zadatak
e) U petom slucaju n=m=m_ =5, sistem je neredundantan.

Primer 8. Formulisati direktan kinematicki zadatak u mehanici neredundantnih
robota.

Neka je moguce postaviti relaciju koja daje vezu izmedu unutrasnjih i spoljasnjnih
koordinata (n =m)kao:

7°=3°(¢".4*nq") @ =12,.m=n (4.89)

Postavljeni zadatak predstavlja direktni kinematicki zadatak koji je moguce uvek
resiti. Razlikuje se bazni i opsti slu¢aj u slucaju spoljasnjih koordinata.

Opsti slucaj: polozaj zavrsnog segmenta odreden je polom H koji je proizvoljan a
orijentacija sa tri nezavisna ugla.
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q xy | [-0,3
72t ={yy t=11,44 . (4.155)
721 e 1,42

Pri reSavanju direktnog kinematickog problema smo dobili da je, izraz (4.118):
—(1+q3)sinql cosq2
XH
_ 3 1 2

Yy = (1+q )cosq cosg . (4.156)
z

" 0.8+(1+q3)sinq2
Dati robot je veoma jednostavne strukture i kod njega se inverzni kinematicki
problem moze resiti ¢ak i analiti¢ki, ali to ne vazi u opstem sluéaju, pa je potrebno
postavljeni zadatak resiti numericki. Jedna od metoda koja se ovde primenjuje jeste

i Njutn-Raphsonova metoda- (metoda tangente) koji ima kvadratnu konvergenciju.
Ako se konstrui$e u tacki x;,y; tangenta krive y = f(x), jednacina ove tangente je:

y—yi:f'(xi)(X—xi)- (4.157)

Ako sa y° ozna¢imo Zeljenu vrednost y, onda vrednost apscise preseka ove

tangente sa pravom y = »° se moze oznaciti sa x;,;.Tada je

' 1 °
N AN R (4.158)
IzraCunavanje se sprovodi dok se ne ostvari sledeca nejednakost, tj. greska
|xi+1—xi|S8. (4159)

gde je ¢ unapred zadata dozvoljena vrednost greske.

A
Yy
Vi
______________ |
Vil I
: _——
I
| X
0 L4 >
X XX

Slika 4.8
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U slucaju robota izraz (4.158) poprima sledeci oblik:
g} =laib-1)" ({7} -{7))- (4.160)

Izracunavanje se sprovodi dok se ne postigne zadata tacnost:

(g} —{a:}| < (4.161)
Tako je zeljena vrednost spoljasnjih koordinata poznata i iznosi
-0,3
{q'} = 11,44 (4.162)
1,42
dok su za vrednosti unutrasnjih koordinata usvojene sledece vrednosti:
0
{490} =10 (4.163)
0

Jakobijan matrica [J;] je jednaka matrici [D] i koja se moZe odrediti uz primenu

istog postupka (iz primera 11) kao:

o))
L n(2) n(3)

—(l+q3)cosq1cosq2 —(1+q3)sinqlsinq2 —sinqlcosq2 (4.164)

= —(1+q3)sinqlcosq2 (1+q3)cosqlsinq2 cosqlcosq2

0 —(1+q3)c0s q2 sin q2

Vrednosti {g} tokom iterativnog izracunavanja su sledece:

0 0,3 0,18144
{q0} =10, > {q1}=40,62¢,— {q,} =10,37956 - , > (4.165)
0 0,44 0,55204
0,20588 0,2054 0,2) rad
(g3} =10,39956 | ,— {q4} =10,39891 } ~ 10,4 rad
0,59556 0,59625| (0,6 m

gde se posle Cetvrte iteracije dobijaju vrednosti za unutrasnje koordinate ¢ koje su
bile date u primeru 10 u reSavanju direktnog kinematickog zadatke kinematike.

program M.14
>> invkinrobot
unesi pocetnu vrednost q1=0
unesi pocetnu vrednost q2=0
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unesi poc¢etnu vrednost q3=0

i= 1 eps= 0.3 0.62 0.44
q= 03 0.62 0.44

i= 2 eps= -0.11856 -0.24044 0.11204
q= 0.18144  0.37956  0.55204

i= 3 eps= 0.024439 0.019994  0.043518
q=  0.20588  0.39956  0.59556

i= 4 eps= -0.0004856 -0.00065072 0.00069006
q=  0.2054 0.39891 0.59625

Primer 13. Formulisati inverzni zadatak kinematike u domenu brzina za robotski
sistem od Sest krutih tela dat u obliku prostog kinematskog lanca sa Sest stepeni
slobode i dati postupak resavanja istog.

Za dati robotski sistem koji ima Sest krutih tela koji ima Sest stepeni slobode moze
se odrediti brzina vrha hvataljke v, prema izrazu (4.26)

- dr, Ory .
VHZT?:Zaf;q Zﬂ()q (4.166)

Takode, ugaona brzina hvataljke se odreduje sabiranjem relativnih ugaonih brzina
svih rotacionih kinematskih parova u datom kinematskom lancu robotskog sistema,
izraz (4.8):

6
CBH = Z ‘fa éa q-a
a=l (4.167)

Inverzni zadatak kinematike u domenu brzina sastoji se u odredivanju
generalisanih brzina ¢* (¢ =1,2,..,6) na osnovu poznatih projekcija vektora

Vi, @ {vg))} ,{a)}?)} . Na osnovu prethodnih izraza (4.166) i (4.167) uocava se
da je inverzni zadatak kinematike ,ocigledno, linearan i koji se u skalarnom obliku
mogu predstaviti na sledeci nacin,[2]:

6

zaﬁaqa :bﬁ’ ﬁ:172)"'36
- (4.168)

gde su:



Zbirka zadataka iz mehanike robota 109

Ay Ayq b b,
) e ), () J o).
A3 Agq by be (4.169)

Dati koeficijenti ag,,bs su pri tome funkcija samo generalisanih koordinata:
aﬂa = aﬂa (ql,,q6 ), bﬂ = bﬂ (ql,,qé ) (4170)

Oni se mogu lako izracunati ako su poznate vrednosti generalisanih koordinata
tako da se generalisane brzine ¢ (a=1,2,...,6) odreduju reSavanjem sistema od
Sest linearnih jednacina datih u (4.168).

Primer 14. Resiti inverzni zadatak kinematike u domenu brzina za robotski sistem
sa tri stepena slobode koji je prikazan na slici tako da se vrh hvataljke krece po
unapred odredenoj putanji sa Zeljenim profilom brzine.Putanja je zadata u vidu:

NG sypszy) =0, xy =3yy +zy +1=0
fz(xH,yH,ZH):O,QXH +2yH —2ZH +2:0'

dok je profil brzina dat: v(t) = at, a=const,l} =2m, Iy =1m

ql

0 f\ Yo
el i
X
slika 4.9

Primenom postupka prikazanog u primeru6 dobija se Rodrigova matrica
transformacije za prvi segment:

cosq1 0 sinq1
[4:]=] 0 1 0 (4.171)

—sin q1 0 cos q1
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5. DINAMIKA ROBOTA

5.1 Osnovni pojmovi geometrije masa robotskog segmenta

5.1.1 Tenzor inercije i-tog segmenta robotskog segmenta

Primer 1. Odrediti tenzor inercije J ., segmenta V5| datog robotskog sistema,

koji je oblika prizmaticnog Stapa, mase my =3 kg i duZine I3 =2 m.

A

z

Neka je konfiguracija tela [V] u

ICJ odnosu na Oxyz odredena
A ol konfiguracijom pravouglog
122" 1 @ 7 13 " Dekartovog koordinatnog
1 SV E sistema C&n¢ , C e[V]. Tenzor
al inercije tela [/], dat u odnosu na
I AR Y o C&n¢ definisan  je slede¢om
rhrmirr ¢! relacijom,[10]:
X
Slika 5.1
def D
[Vel=- Hp"] dm (5.1)

)

gde je sa [pd} oznacen dualni objekat vektora {ﬁ}r =&, 7, ¢) koji odreduje

polozaj tacke M e [V] uodnosuna Cénd ,1 odreden je izrazom:

0 -¢ 7
P S —
-7 & 0

(5.2)

Zamenom u definicioni izraz dobija se koordinatna forma:

[ +c?am [ Emam
» o

- [ @&)am
)

- [ cerm
v)

[J c ] =
v)
- [ ¢iam
v)

[ eeam  —[meram

- [ &cyam
)
(5.3)

-

v)
[@*+&am
v)
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cos q1 —sin q1 cos q2 sin ql sin q2 1Oq'2
{L(Cg) } = [A(B } {L(C33) } =| sin ql cos ql cos q2 —cos ql sin q2 c}l sin q2 =
0 sin q2 cos q2 10q'1 cos q2

10q'2 cos q1 +9ql sin q1 sin q2 cos q2
= IOL}2 sin ql —96}] sin q2 cos ql cos q2 s kgm2 /s

q'1 (1+9cos2 qz)

5.3 Kineti¢ka energija robotskog sistema

Primer 5. Za robot sa tri stepena slobode (primer 2) odrediti kineticku energiju
robotskog sistema u proizvoljnom polozZaju, gde su tenzori inercije odgovarajucih
segmenata dati sa:

10 0 0 100 0 10 0 0

M7 @ - ¢ - >

G ]=0 10 0, [uB]=lo 1 o], [UQ]=|0 1 0] kem
0 0 1 0 0 10 0 0 10

sa pripadajucim masama m; =5 kg, i=1,2,3.

A py o g3e3  he 933>
7 k2 ml | cs
2 s
A ) B—
5% |, P2 ‘ 5 D5 |z
¢2/q2 By
Pl
Azyf g
n
P ¥t -
S
>
ell g1
<
O )’;
X
Slika 5.3

Kineticka energija robotskog sistema odredjena je slede¢im izrazom:

3
Ey =) Ey=Ey+E,+Ey (5.32)
i=1
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Odredivanje kineticke energije treceg segmenta robota

Izraz za kineticku energiju treceg segmenta je dat sledec¢im izrazom:

1 1
E =E5L+ES :Em3VCZ3 +E(a’33 IJS) ]{0’3(3)} (5.33)
pri ¢emu se ugaona brzina trec¢eg segmenta odredjuje na sledeci nacin:
ST 2 3
By=Y &éd' =" +q%6 +qe (5.34)

i=1
U odnosu na tre¢i lokalni koordinatni sistem C;&:m;8; @3 je:
=141 1700 70 -
=q'[4,] {‘31(1)}+ ¢l4.) {egz)}: q'la,] - {‘31(1)}+ sl - {egz)}:
L R R T R

10 o T (o 1 §*
=40 cosg® sing®| -J0t+4%*J0} =14 sing’
0 —sing® cosg’ 1 0 §'cosg®
Prema tome, konac¢no se dobija da je: (5.36)

10 0 0 q
1 1
rot _ L ( 3 ©) OV _ (2 st 2 2 A2 |
ES5 —2(0}3)[.163 }{a)3 } 2(q q sing” gq cosq) 0 1 O0|{qg sing
00 10] |4 cosq?
2 2 2
:5(42) +0,5(q'1) +4,5(ql) cos® ¢°
Sli¢no kineticka energija treeg segmenta koji odgovara translaciji je:
.1
E], =5m3 (vc3 ){%3} (5.37)

gde je v, brzina srediSta masa tre¢eg segmenta odredjena sa:

3
- = . Sl 2 A -3
Vez = zTam)qa =Ti3)9 t3)q4" + 133,49 (5.38)
a=1
Kvazibazni vektor fa(i ) je dat slede¢im izrazom:
Tugt) = Balu X Rogr) + 808y (5.39)
gde je ﬁa(i ) odredeno sa:
Roiy= Z(pkk +&iq ¢, )+ Pi> (5.40)
k=a.

Prema tome,prvi kvazibazni vektor je sada:

Tis) = €6 XRys3) +&6 =¢ XRys3), (5.41)
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5.6 Odredivanje generalisanih sila robotskog sistema

Primer 9 [zvesti izraz za generalisanu silu od sila teze robotskog sistema sa tri
stepena slobode .

Prvi nacin: Dati robotski sistem u obliku otvorenog kinematickog lanca bez
grananja sa tri stepena slobode krece se u polju zemljine teze.Sila teZze segmenta
[v,] iznosi G,, i=12,3 , sa napadnom tatkom u centru inercije C,segmenta. Pri

tome je glavni vektor sistema kontinualno podeljenih sila zemljine teze g =—gk ,

ocigledno:

Friy =G, =m;g,i=123 (5.188)
a glavni moment za redukcionu tacku C;, i=1,2,3 je:

MC,.R(,.) =0,i=123 (5.189)

Izraz za generalisanu silu je dat slede¢im izrazom:

n

0% =3 (Fry oty + My Qi) @ =120 (5.190)
=1
Poslednja tri izraza dovode do izraza za generalisane sile od sila zemljine teze u
obliku:

n=3 n=3
Que) :ZmiéTa(z‘) :_Zminga(i)' (5.191)
i=l i-1

Slika 5.5

Drugi nacin: Uzimajuci u obzir ¢injenicu da je sila teze potencijalna izraz moze da
se izvede na osnovu sledecih razmatranja. Postavimo horizontalnu ravan tako da
sadrzi koordinatni pocetak O inercijalnog koordinatnog sistema Oxyz (vidi sl.5.5).
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Potencijalna energija sile zemljine teze G= m; g segementa [Vi]iznosi (ravan uzeta
je za nivo nultoga potencijala):

Eg =mgz; =mgrc; -k , (5.192)

gde je k vektor normale ravni usmeren vertikalno navise. Ukupna potencijalna
energija razmatranog robotskog sistema koja se odnosi na silu zemljine teZe iznosi:

z m;gre; - k==Y m, i8¢ s (5.193)
i=1
Generalisane sile odredene su primenom poznatog izraza:
OE(
w(e) =~ el a=12,.,n, (5.194)

Uzimajucéi u obzir prethodna dva izraza sledi:

a OF . 0, a>i
Qauie) = Z m;g rc’ Za S (5.195)
aqa Ta(i)’ a<i

n=3

o Ouiey =, Mi& Togiy- (5.196)

i=a

5.6.1 Odredjivanje generalisane sile od sila teZe robotskog sistema

Primer 10 Odrediti generalisane sile od sila teze robotskog sistema ( primer 2).
Na osnovu izvedenog izraza za generalisanu silu dobija se izraz za Qy,, za treci

segment:
i) = Z migToq k :‘m3g(T o) k(o)}:—ng([/lo,a ]{T 3((3)>} (0)}=

= —m3g([Ao 1 IAI 2 Il]{ 3((33)) }){k(o) }

Generalisane sile odredjujemo u odnosu na nepokretni koordinatni sistem, §to je i
naznaceno u izrazima za vektore sa (.“”).U prethodnim primerima odredjen je

I el )
0
o =)= (5.198)
0

kaoi |4, }|4;,]: (5.199)

(5.197)
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cosqI —sinql 01 0 0
[A0,3]:[A0,11A1,2IA2,3]:[Ao,llAl,zll]: sing'  cosqg' 00 cosq® —sing’ |=
0 0 1[0 sing® cosg?
cosq' —sing' cosq® sing'sing?
=|sing' cosq'cosqg® —sing? cosq'
0 sin ¢* cosg?

Zamenom u dati izraz sledi:
cos q1 —sin q1 cos q2 sin q1 sin q2 0

0
_ -1 1 2 ) 1 _
Q3(g)——5-9,81 sing  cosq cosq —sing“ cosq |41 0=
1

0 sin q2 cos q2 0 (5.200)
0
=-49,05 (— sin q1 cos q2 cos q1 cos q2 sin q2 ) 0 =-49,05sin q2
1
Program M.19
>> genersilaq3
unesi vrednost za masu treceg segmenta m3=5
unesi vrednost treceg kvazibaznog vektora t33=[0,1,0]'
Q3g=
-49.05*sin(conj(q2))
Na sli¢an na¢in moguce je odreditii Q,, .
3 — - — - — —_
Osg) == 2 Mi 8oy -k =—my 8Ty -k =m3 8Ty -k =
2(g) z @) 2 2 3 3 (5.201)
_ (0) 0 (0) (0)
= _ng(T2(2) ) {]‘ }_ ny g(T2(3) ){k }
gde su fz(z), f2(3) dati sa:
0 0
) | _ ) | _
(T =10t {mR]=1 o (5.202)
0.3 0.8+¢°

a u odnosu na nepokretni Oxyz koordinatni sistem: (5.203)
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—0,3cos q2 cos q1

0 0
O] _ - 0| _ | _ 2 1
{Tl(l) } = [AOIJ 0p=40¢, {Tl(z)} = [AOI J {Tl(z)} =<-0,3cosg” sing
0 0 0
2
—Cos q2 cos ql (0,8+q3) (5:207)
0 1 .
{7"123)) } = [Ao,l } {7]((3))} =< sin q1 cos qz (0,8 + q3 )
0
Zamenom u izraz za generalisanu silu dobija se,konac¢no:
(5.208)

0 0
(0 0 0)30 +(—0,3cosq2 cosq' —0,3cos g’ sing' 0) 0+
1 1
Ql(g) :—49,05 0
+(—cos q2 cos q1 (0,8+q3) sin q1 cos q2 (0,8+q3) 0) 0
1

5.6.2 Odredjivanje generalisane sile od sila u opruzi robotskog sistema

Primer 11 [zvesti izraz za generalisanu silu od sile u opruzi robotskog sistema sa
n stepeni slobode .

Slika 5.6

Potencijalna energija date opruge je odredjena izrazom:

E, :%C(I—IO)Z, | = FiFy (5.209)

gde je odgovarajuca generalisana sila od sila u opruzi data sa:
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OE ol

Ouey =——=—cll-ly)——, a=12,..n (5.210)
6qa 6qa
Uocava se da je:
1=1(g"™,q"?,....g" )= Ola =0, Va<i,a>j (5.211)
odnosno:
Qa(c) :0, j<aSi (5212)

Dalje je potrebno odrediti ;—la, i<a < j.Uocava se da je:
q

I=|EF)|. FE=CC+7; - 7=F-

|

+T, - T =

o

J i
i

=D (Pu+ &)+ 5= (Pu+bd'a)-p+7, — 7= (5.213)

k=i+1
Takodje je
2 w7 . 07— OFF;
I"=FF; -F,F;, =>|—=FF;- — a=k=i+Li+2,.,j (5.214)
oq” q“
gde su:
OFF, ol .
SRR (r/ T _{-1): ¢ (7/ +f/):_j =Ta) (5:215)
aqa 6qa B aqa p P aqa y
f;(j) = g?aé'a x]éz(j) +<&,€,
- J (5.216)
Ry = Z(Pzz +§1€141)+Pj +7;
I=a
Na taj nacin dolazi se odgovarajuceg izraza za generalisanu silu od sila u opruzi:

ol
Ouey = —c(l-1,) =
oq

Primer 12 Odrediti generalisane sile od sile u opruzi, za prethodno koriséeni
robotski sistem sa tri stepena slobode( primer 2).Opruga je postavljena izmedju
tacaka F, iFy na nacin prikazan slikom |7)|=0.1, |75|=0.1. Poznata je krutost

J (5.217)
Z('Baa +§aqaéa)+,5j _ﬁi +fj —‘;l-

a=i+l

—ZOJf;(j), i<a<j<n

opruge ¢ i duzina neistegnute opruge 1.
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4 P2 q3e3 P33

L e
FoR 212 C3 I3 A

A=
O]

q2 5 c
P
Cl P)’—’(
.| £
qie
e]O ql v
X
Slika 5.7
Sa slike 5.7 se moze uociti da je
0 0
{rl(l)} =J0.1¢, {r§3)} ={-0.1 (5.218)
0 0
kao i
FFy =—T) =Py + Py +q° & + Py + Py + 73 (5.219)

u odnosu na lokalni koordinatni sistem C,&,7,¢; je:

R = ol ol a0 oy ot ) |- (5220)
= ol el Lo g e b e b e k)

t.:
{AR®)=
0 0 0 0 0 0 0 0 0
= —40.1'=4 0 '+/0 cosq® —sing® || {0.6t+¢>{1}+40.4t+7-0.2b+1-0.1} |=
0] [-04] |0 sing® cosq? 0 o] |o 0 0

0
= (0,7-1—613)cosq2 -0,1
0,4+(0,7+q3)sinq2
(5.221)
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0
Q3(c)——c[l ] 0.7+¢ )cosq2—0,1 o,4+(0,7+q3)sinq2) cosg? b=

sin q2

—c I—TOJ 0,7+¢q )cosq2—O,l)cosq2+(0,4+(0,7+q3)sinqz)sinqz)

03(c) = c{ o
0,

2_o1f i 2 2|
O7+q cosq —0,1] +|:(0,7+q )sinq +0,4} (5.236)

((( T+q )cosq —Ol)cosq +(0 (0,7+q3)sinq2)sinq2)

5.6.3 Odredjivanje generalisane sile od sile viskoznog trenja robotskog sistema

Primer 13 [zvesti izraz za generalisanu silu od sila viskoznog trenja za dati
robotski sistem sa n stepeni slobode.

Slika 5.8
Sila viskoznog trenja je odredjena sa

F,=—pv, =—pE1 (5.237)

gde je sa v, oznacena relativna brzina klipa u odnosu na cilindar prigusivaca, a

B = const . Virtualni rad 5A( ) je definisan slede¢im izrazom:

A(F, )= F,&, =—pésc (5.238)

Potrebno je uociti da je
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5.239
0 (5:239)

posle zamene u izraz za virtualni rad dobija se izraz za generalisanu silu kao:

(F)=-py S 2 it Z( DY ak'J&I“=gQa(w>5q“

. de A,
=[= ~ i >
¢= ,{Z::‘aquq

=1 =1
(5.240)
ol - ol .,
Oy =P -4 (5.241)
09" 1= &Zk
Uocava se takodje da je:
o . a [0, j<a<i
1=il¢",q"q’ )] ——=1" 5.242
(q 1 q) oq” {¢0,i<a£j ( )
odnosno:
0, j<a<i
Qo = a & ool o, (5.243)
- —q", i<a<j<n
oq k;l aqk
pri ¢emu je takodje:
EF, 0FF,
o _ 7% O ak=i+1,i+2,..,j (5.244)

aqk(a)_ / aqk(a)’

a vektor TF; je datsa (5.213):

Primer 14 Odrediti generalisanu silu od sila viskoznog trenja za dati robotski
sistem sa 3 stepena slobode. Prigusivac je postavijen izmedju tacaka F|i F;.

[GA[=[a]=01, |[CF]=[5]=01

Generalisan sila 0, se moze odrediti sa:

ol (& al ., ol (el ., ol ., ol .4
O :_ﬂ_( —q ]:_ﬁ—{—q +—q¢ +—=¢ (5.245)
1(w) aql p= aqk aql aql an aq3

Kako je % =0 sledi: Oy =0 (5.246)
q
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A 622 q3e3 533

z |
™~ 22 c3 3
7y C)
611 11

c1| &
T F

i

e

o_|" v

X
Slika 5.9

Takodje je generalisana sila Q,,, oblika:
ol (ol 4 ol (ol ., ol ., ol .
= =—f—| —¢' +—g*+— 5.247

Prethodno su odredjeni izrazi za 61/0q*,0l/8g> pa prema tome:

2
A o)),
Or(w) [{aqz]q ﬂ(&f}{&f]q

_ ((0 07+0, lq3)(sin q2 +4cos q2 ))2 : q2 ) (5.248)

2
[(0,7+q3)cosq2 —0,1} +[(0,7+q3)sinq2+0,4}

((0,7+q3 )cos q2 —0,1)cos q2 +

((O, 07+0, lq3 )(sin q2 +4cos q2 ))
+(0,4+(0,7+q3 )sinq2 )sin 7

2 2
[(0,7+q3)cosq2 —0,1} +[(O,7+q3)sinq2 +o,4}

Na sli¢an nacin, treca generalisana sila Q) je: (5.249)

al (& al ., ol (el ., o ., ol ,
Q3(w) ﬂaq3(§ aqk q ] ﬂaq3(aq1 q aqz q aq3 q

k=1

2
__ g OO g O s
B ﬂ(&f](aqz]q ﬂ(afj !
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Sli¢no, zamenom poznatih izraza za d1/8q>,01/0q” dobija se izraz za generalisanu

silu Qs -
5.6.4 Odredjivanje generalisane sile od sile pogona robotskog sistema

Primer 15 [zvesti izraz za generalisanu silu od sila pogona robotskog sistema sa
n stepeni slobode.

=y

v.)

Slika 5.10
Kao $to je to ranije istaknuto relativno kretanje proizvoljnog robotskog segmenta

(,) u odnosu na segment (V,_,) kod robotskog sistema koji je dat u vidu

(24
otvorenog kinemati¢kog lanca bez grananja ostvaruje se pomocu pogonskih

motora. Pri tome motor deluje na (V, ) pogonskom silom P, , u slu¢aju translacije

(£, =1),0dnosno spregom pogonskih sila &iji je moment M, , u slucaju rotacije

(g?a = 1). Takodje, motor deluje na segment (V, ,) pogonskom silom P, odnosno

odnosno spregom pogonskih sila &iji je moment M/ .Pri tome napadne tacke
pogonskih sila P,, P!

pogonskih sila koji deluje na robotski sistem je odredjeno na slede¢i nacin, gde je
virtualno pomeranje robotskog sistema odredjeno sa:

su 0, ¢(,), 0, €V, ), respektivno.Virtualni rad sistema

5‘] :&12 :5‘6]3..-:561&71 :5qa+l =...=§q” :0, &Ia =0 (5250)
t.:

(B, B, )= B,5(40,,2, )+ B,5(40,8, )= B,5(40,8, +&,q%6, )+ B,5(40,8,, )=

= £,2,0(40, +£,4% )+ F12,5(40,)= B, 8"
A0 = const = 5|40, )= 0, Aeosi rotacije,translacije
(5.251)

Prema tome:

5A(ﬁa’13(;):Qa(P)§qa :paéaaqa :>Qa(P) :ﬁaéa (5252)

U slucaju rotacije sledi:
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SA(Ma, My ) = Mad (8,478, )+ M5 (0) = My,04" (5.253)

jer spreg pogonskih sila ¢iji je moment M|, deluje na segment (V,_, ).Dalje, moze
se odrediti:

SA(M g, My, ) = 0p11)54% = M 42469 = Q1) = M2, (5.254)

Na kraju se dobija:
Qa(ﬁog) = Qa(P) + Q(Z(M) = é’:Ot}ﬂjatéoz + G?aMaéa (5.255)

gde su u opstem slucaju:
B, =P,(t), M, =M (1) (5.256)

poznate funkcije vremena.

Primer 16 Odrediti generalisanu silu od pogonskih sila i momenata za dati
robotski sistem (primer 2) sa 3 stepena slobode. Motori su postavijeni u
odgovarajucim rotacionim zglobovima odnosno translatornim zglobu. Svi zglobovi
su dati u vidu kinematskih parova V klase. Pri tome poznato je:

M, =Mé, My =M,é,, P, =Fé, M, = const, M, = const, F = const, (5.257)
Kako je prvi zglob rotacioni sledi:
0
Oi(pog) = Qi(p) + Qim) = 0-Pey +1-Mye, =M e, -, =M, (0 0 1h0f=M,(5258)
1

Takodje je i drugi zglob rotacioni, pa je: (5.259)
1

Qz(Pog):Qz(P)Jsz(M):0'1325#1'1‘;[2‘52:1‘/[2‘32'52:1‘/12(1 0 0)10, =M,

0
Tre¢i zglob je u ovom slucaju translatorni odakle sledi: (5.260)
0
Os(pog) = Oa(p) + O3(ar) =1 P& +0-M3&; = F33 & = (0 1 0)q11=1F3.
0

5.7 Kovarijantni oblik diferencijalnih jednacina kretanja robotskog sistema

Primer 17 [zvesti kovarijantni oblik diferencijalnih jednacina kretanja robotskog
sistema sa n stepeni slobode koji je dat u obliku otvorenog kinematickog lanca u
obliku Langranzevih jednacina druge vrste.
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Primer 19 Prikazati kovarijantni oblik diferencijalnih jednacina kretanja
robotskog sistema (primer 2,18) sa 3 stepena slobode u prostoru stanja.

Diferencijalne jednacine kretanja datog robotskog sistema date su izrazima (5.287),
(5.288) 1 (5.289). Uvode se sledece veli¢ine stanja:

1 2 3
XlzanZanX?):qa (5287)
.1 .2 .3 :
X4:an5:an6:q

Na taj nac¢in matematicki model robotskog sistema koji je izveden i dat u obliku tri
nelinearne diferencijalne jednacine drugog reda, sada se moze predstaviti u obliku
Sest nelinearnih diferencijalnih jednacina ali prvog reda, tj., u vektorskom obliku
tzv. jednacine stanja datog objekta-robotskog sistema.Jednacine stanja su oblika:

X1:X4
Xz :XS . (5288)
X3:X6
1.2 1.3
.. Mi=2T559 97 -2319°9
X4 =q = =
a1 , (5.289)
M =20y (X, X3) Xy - Xs =203, (Xp, X3)- Xy - Xe
4=
ayy (X2, X3)
2
2 3 -1 2.3
s ., MatOx(q7.q )+r12,1(CI) 20232474
X =q° = =
922 . (5.290)
2
XS:M2+Q2g(XZ’XB)+F12,1(X2sX3)’(X4) — 235 (X3) X5 Xg
ax (X3)
2 1) 2)?
6 .3 3T )+F13,1(Q) +r23,2(q )
as3 . (5.291)
2 2
X6_F3+Q3g(X2)+F13,1(XZ’X3)'(X4) +Ta3, (X3)(X5)
5

Neka vektor upravljanja predstavljaju date generalisane pogonske sile
U=(M1,M2,F3)T. Ako se uvede vektor stanja sa: X:(Xl,Xz,X3,X4,X5,X6)T

onda se odgovaraju¢a vektorska jednacina stanja datog robota moze napisati u
opstem obliku:

X=/(XxU). (5.292)
ili preciznije kao

X =A4(X)+B(X)U. (5.293)
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ako je a(<)B. Ako segmenti @, i y se ne nalaze u istoj grani razgranate
strukture moZe se lako pokazati da je T,;, =0. U slucaju mehanickog sistema
razgranate strukture generalisane sile O, se izraCunavaju na osnovu sledeceg

izraza:

n

0u = D (Fay Ty + M -£,2,) (5.302)

i:a(é)i

Primer 21. Za dati robotski sistem sa pet stepeni slobode(slika ) koji je dat u
obliku kinematickog lanca sa grananjem odrediti koeficijent osnovnog metrickog
tenzora a,s, Kristofelov simbol I vrste T, 5 kao i generalisanu silu od sile zemljine

teZe Oy, -Mase datih segemenata su: m =10,m, =my =5, my=my=2 kgkaoi

&= diag(20,10,20), 7@ ]= 4= diag(10,5,10), [7Q]=[r& = diag(25.2)

Slika 5.12

Geometrija datog robotskog sistema odredjena je sa: g?l =1, i=123,4,5
my =10,my =my =5, my =my =2 kg

1 0
= jop k=
0
0
el bl
0

(5.303)

s

_o o O O

1
0
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Slika 5.15

Primenom programskog paketa Mathematica 5.0, [17] dobijaju se tri nezavisne
dopunske jednacine u diferencijalnom obliku, gde je ovde prikazana prva jednacina

[2]:
Equation (1)

ON[1]=-1 qd[1]-0.70710678 qd [2]

~0.57735027 qd [3]+0.40824829 qd [3]Sin [ ¢ [2]

~0.47140452qd[4] - 0.35355339qd[4]Cos[¢[2]ICos[¢[3]] (5.370)
+0.20412414qd[4]Cos[g[2]1Sin[¢[3]] + 0.11785113qd[4]Cos[¢[3]]

[
+0.16666667qd[4]Cos[¢[3]]Sin[¢[2]]+ 0.33333333qd[4]Sin[¢[2]]
+0.28867513qd[4]Sin[¢[2]]Sin[¢[3]] + 0.20412415qd[4]Sin[¢[3]]

5.10 Redundantni robotski sistem

Primer 24 Za kinematicki redundantan roboski sistem sa n stepeni slobode dati
postupak razresenja postojece kinematicke redundanse.

5.10.1 ReSenje redundanse primenom optimizacije kriterijuma po generalisanim
koordinatama, [7].

Neka je poznat kinemati¢ki model koji dat je slede¢im izrazom:

ql(t):fl(qlﬁqzﬁ“"qn) b i:]"29"'3m’ (5.371)
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Na kraju, primenom pogodno usvojenog postupka numericke integracije moguce
Je sada uz poznavanje pocetnih uslova g,,(0),g,,(0)odrediti i vektore

Gopt 1+ Gop (1)

Primer 25 Za kinematicki redundantan roboski sistem sa 4 stepeni slobode resiti
postojecu kinematicku redundansu.

Figure 5.16.
i Pii pi &
1 (0,00 | (0,00 | (001)
2 (0,1,0)" | (0,-0.5,0)" | (0.1,0)
3 (0,01)" | (0,0,-0.5)" | (1,0,0)"
4 (1,0,0)" | (<0.50,0)" | (0,0,1)

Table 1.Vrednosti koji definisu geometriju robota

Ovde je prvi kinematicki par Cetvrte klase koji je predstavljen u vidu dva segmenta
pete klase gde je prvi segment fiktivan. Ostala dva zgloba su data u vidu
kinematickog para pete klase.Pri tome su odgovaraju¢e matrice transformacije,

([19)):

1 .
cosq —sing 0 cos q2 0 sin q2
[AOIJ =|sing" cosqt 0], [Al,z] = 0 1 0 (5.418)
0 0 1 —sin q2 0 cos q2
1 0 0 cos q4 —sin nq4 0

[A2,3]= 0 cosq3 —sinq3 . [A3‘4]= sinq4 cosq3 =01.

0 sin q3 cos q3 0 0 1



Zbirka zadataka iz mehanike robota

189

g3frad]
PR

Slike 5.18

6. PRIMERI I RESENI ISPITNI ZADACI

Primer 1. (februar 1999). Za robot prikazan na slici koji se nalazi u referentnoj
konfiguraciji, za sledece vrednosti generalisanih koordinata i generalisanih brzina

respektivno g =i-0.1 rad, ¢' =i-02 rad/s, i=123, odrediti sledeée velicine:

a) Polozaj vrha hvataljke 7, ,
b) Koeficijent metrickog tenzora a,,,

¢) Kineticku energiju treceg segmenta E,;,
Az

e3

3
v (libq

q2
2

11
dl 4 v
Xl >
i
x
Slika 6.1
Podaci o robotu su sledeéi:
Segment 1 3
m; kg 3 3 3
I, m 2 2
q" m,rad 0.1 0.2 0.3
§'" m/s,rad/s 0.2 04 0.6

Tabela 6.1
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Slika 6.2

Uoceni robot poseduje n=3 stepena slobode i dat je u obliku otvorenog
kinematickog lanca sa zglobovima koji pripadaju kinematskim parovima V klase.
Kako su svi zglobovi rotacioni, parametar & koji odreduje da li je uoceni zglob

translatoran ili rotacion je sada prema definiciji:

§1=6,=6=0, (6.1)
odnosno:
§=6=5=1 &=1-&,i=123 (6.2)
Projekcije jedini¢nog vektora &/’ na ose koordinatnog sistema C,&mn,¢; su:
0 1 0
e R T S 8 (63)
0 0 1

Projekcije vektora pf/’ na ose koordinatnog sistema C.&n,¢. odredene su:
0 0 0
1 2 3
{/’1(1)}: O ;2)}: 20 3(,3)}: 205 (6.4)
2 0 0

Sli¢no,projekcije vektora ;3{” na ose koordinatnog sistema C;&;n,C; su date sa:

0 0 0
T I e e A T (¢
-1 0 0

Dualni objekat [eld ]za vektor e, moze se odrediti prema definiciji kao:
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XXd4=(cc1*(-U2-Q2g+g1 12*XX(4)*XX(4)-2*g123* XX (4)*XX(6)-
2*g223*XX(5)*XX(6))...
+cc33*(-U3+gl 13*XX(4)* XX (4)+2*g123* XX (4)*XX(5)+2*g223*XX(5)*XX(5))...
+(2*gl112*¥XX(4)*XX(5)+g1 13*XX(4)* XX (6)-2*g231*XX(5)*XX(6)-
2*g223*XX(5)*XX(5)+U1))/cc22;
XXd5=(-a12*XXd4+Q2g+U2-
gl12*¥XX(4)*XX(4)+2*g123*XX(4)*XX(6)+2*g223*XX(5)*XX(6))/a22;
XXd6=(U3-a13*XXd4-g113*XX(4)*XX(4)-2*g123*XX(4)*XX(5)-
g223*XX(5)*XX(5))/a33;
XDOT=[XXd1,XXd2,XXd3,XXd4,XXd5,XXd6]';
end

Primer6 Za dati antropomorfni robot sa tri stepena slobode odrediti sve
koeficijente metrickog tenzora,Kristofelove simbole I vrste ,generalisane sile usled
sile zemljine teze kao i diferencijalne jednacine kretanja u simbolickom obliku.

Slika 6.10

Postupak automatskog odredjivanja osnovnih parametara dinamickog modela kao
Sto su: kovarijantne koordinate metrickog tenzora, Kristofelove simbole prve vrste
i generalisane sile koje poticu od sile zemljine teze odnosno i automatsko
formiranje diferencijalnih kretanja sistema krutih tela primenjen je za
antromoporfni robot sa tri stepena slobode. Struktura ovog robotskog sistema
predstavljena je u obliku otvorenog kinematickog lanca bez grananja sa tri
segmenta. Veze izmedu segemenata su cilindricni zglobovi.Programski jezik
kori§¢en za reSavanje ovog primera je simbolicki jezik Mathematica 5.0.Ulazna
datoteka pripremljena za simbolicki proracun je data,[12]:
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(******************ulazni podaci*****************)
nBody=3;
eVec[1]={0,0,1};eVec[2]={0,1,0};eVec[3]={0,0,1};
roVec|[1,1]= {0.14,0,0.5};
roVec[2,2]= {0.35,0,0};
roVec[3,3]= {0.36,0,0};
roVec[1]= {-0.14,0,0};
roVec[2]= {-0.175,0,0};
roVec[3]= {-0.13,0,0};
mass[1]=5;
mass[2]=2.45;
mass[3]=0.723;
tensJ[1]=DiagonalMatrix[{0.16,0.16,0.16}];
tensJ[2]=DiagonalMatrix[{0.00377,0.0353,0.0353}];
tensJ[3]=DiagonalMatrix[{0.00031,0.00488,0.00488}];
gGrav={0.0,0.0,-9.81};
kappa[1]=0;kappa|[2]=0;kappa[3]=0;
VecM[1]={0,0,0};VecM[2]={0,0,0};VecM|[3]={0,0,0};
VecP[1]={0,0,0};VecP[2]={0,0,0};VecP[3]={0,0,0};

Kao rezultat rada programa na izlazu dobijamo sredene i delimi¢no upro$cene
izraze.Ovde su prikazani osnovni prametri dinamickog modela: koeficijenti
metrickog tenzora (KoefMetr), Kristofelovi simboli prve vrste (KristSim),
generalisane sile (Qsila ) koje poticu od sile zemljine teze.

Koeficijenti metrickog tenzora su sledeci:
a;; > KoefMetr[[1,1]]

0.269088 + 0. 190904 Coa[q[2]] +

0,195129 Coa[q[2]]1% + 0. 0465612 Coa[q[2]] Coa[a[3]] +
0.116403 Cos[q[2]]1% Cos[q[3]] - 0.0428167 Coa[q[3]]" +
0.0428167 Cos[q[2] 1% Cos[aql3]]F

a, > KoefMetr[[1,2]]

0.0582015 Sin[q[2]] Sin[q[3]] +
0.0428167 Cos[q[3]] Sin[q[2]] Sin[q[3]]

a; > KoefMetr|[[1,3]]

0.0431267 Cos[q[2]] + 0.0232806 Ca=[q[3]] +
0.0582015 Cos[q[2]] Cas[g[3]]
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