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Predgovor

Ova zbirka urdena je u skladu sa programima predniéghanika Il i
Mehanika IV na MaSinskom fakultetu u Beogradu i predstavjmg:no
sredstvo za sticanje znanja iz dinamike na tedmi fakultetima i viSim
Skolama. Kao osnov za ovu zbirku posluZile su métio objavljene zbirke od
istih autora Zbirka zadataka iz dinamike tacke i Zbirka zadataka iz dinamike
sistema).

ViSegodisnje iskustvo u radu sa studentima pdsiygiautorima u pokuSaju
da kod korisnika ove zbirke razviju smisao za étinpstavniju primenu
steéenih teorijskih znanja prilikom reSavanja prakth problema. U tom
smislu izvrSen je izbor zadataka i njihova sistéraaija po poglavljimaiu
okviru samih poglavlja. Pored &i@e zadataka, koje su autori sami postavili,
jedan decine delimino izmenjeni i sadrZzajno obagni zadaci sa ispita i
vezbi na Masinskom fakultetu u Beogradu. Jedan indaoj karakteristinih
zadataka preuzet je iz drugih zbirki i prédga u skladu sa osnovnom namenom
ove zbirke. Svi zadaci u zbirci su reSeni. U svakmyglavlju je dat detaljan
postupak reSavanja jednog dela zadataka. Za astdégke je ukratko nazéen
metod reSavanja ili je dato samo krajnje reSenjkajieg korisnik zbirke treba
samostalno da de.

Dugujemo zahvalnost svima koji su svojim predlainprimedbama uticali
da se na vreme izbegnu neki méiguedostaci i time doprineli kvalitetu ove
zbirke.

*

U vreme priprema ove knjige za Stampu #&agije preminuo jedan od
autora, nas prijatelj i kolega prof. Btilivoje Simonovi¢. Njegovo zalaganije i
veliki trud koji je ulozio u izradu zbirke obaverall nas i dodatno motivisali
da ovaj posao dovrSimo Sto kvalitetnije. Zato ja abirka, istovremeno, i
skromni izraz naSeg velikog postovanja prema plémenliku i delu prof.
Simonovta.

U Beogradu, Autori
2001. godine
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Opsta jednacina dinamike.
Lagranzeve jednacine druge vrste

14.1 Po nepokretnoj glatkoj strmoj ravni A klizi bez trenja prizma B mase M a
po prizmi se kotrlja bez klizanja homogeni valjak C mase m. Napisati diferenci-

jalne jednacine kretanja sistema.
M / -
1

Slika 14.1 Slika 14.2

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (translatorno pomeranje prizme B niz
nagnutu stranu prizme A) i 77 (translatorno pomeranje centra cilindra C niz kosinu
prizme B), diferencijalne jednacine kretanja glase:

(M +m)x+mncosf=(M+m)gsina,

3 . .
mxcos f+—mn=mgsin(a+ f).
2

14.2 Na glatkoj horizontalnoj ravni leZi telo 1 mase m, za koje je pri¢vr§éena
osovina O oko koje moZe da se obrée dobo§ 2 mase m, i polupre¢nika R.
Pomocu sistema uzadi i koturova zanemarljive mase tela 1 i 2 su spojena sa
teretom 3 mase m, kao Sto je prikazano na crteZu. Ako na telo 1 deluje hori-
zontalna sila F a na telo 2 spreg sila momenta M=FR, odrediti intenzitet sile F
tako da se telo 1 krece konstantnom brzinom. Dobos smatrati homogenim
valjkom.

® Za generalisane koordinate izabra¢emo x (translatorno pomeranje tela 1) i y (verti-
kalno pomeranje tega 3).
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dy

msg
msy
Slika 14.2a Slika 14.2b
Kineticka energija sistema je:
1. | 1 |
T = —m1x2 +—m2x2 +—J0a)§ +—m3y2,
2 2 2 2
gde su moment inercije J,, i ugaona brzina dobosa -
1 2 . 4y-3x
Jo=—m,R"\w, =@ = .
0=5"M o =@ R
U razvijenom obliku, izraz za kineti¢ku energiju sistema glasi:

1 11 .2 o1 .2
T =—(m +—m,)x" —6m,xy+—(m; +8m,)y".
) 1 5 2 2 ) 3 2
Virtuelni rad sila koje deluju na materijalni sistem dat je izrazom:
OA = —m g0y + Mop + Fox.
Posto je:
40y — 30
Sp= 20T\ R,
R
sledi da je:
OA = (-2F)dx + (4F —m,g)oy,
tako da su generalisane sile:
Q. =-2F, 0, = 4F —m,g. 2)

Lagranzeve jednacine druge vrste:
d(or) or d(or) or
B B B R Rt O
dt\ ox Ox dt\ oy Oy .
koriS¢enjem izraza za kineticku energiju (1) i generalisane sile (2), dobijaju oblik:
11
(my +—m,)X —6m,y = 2F, —6m,X +(my +8m,)y = 4F —m,g.
) ;
Postavljanjem uslova da se telo 1 kre¢e konstantnom brzinom (x = 0) sledi da je:
Fe 3m,m,
4m, —m,

Pokazimo da se do istog reSenja moze doci i primenom opSte jednacine dinamike,
izracunavanjem virtuelnog rada svih spoljasnjih, unutrasnjih i inercijalnih sila. Pri tome
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¢emo za generalisane koordinate izabrati x (translatorno pomeranje tela 1) i ¢ (ugao
obrtanja dobo$a 2):

SA" = F &+ M@ — mygdy — m ik — m, %8 — J ypdp — myydy.

Posto je:
. 3%x+R¢ . 3X+Rgp 36x+ Rop
y= y Y= 0y = :
4 4 4
sledi da je:

x 3 9 .3 .
OA" = X[F ——m,g — (m, +m, +—my)X ——myRp]+
4 16

1 3 1 1 N
+ 0¢[ FR ——mygR — —myRx — (—m, + —m3)R2(p].
4 16

16 2
Posto je, prema opstoj jednacini dinamike,
OA" =0,
a varijacije dx, ¢ su nezavisne, sledi da su diferencijalne jednacine kretanja sistema:
F3 (++9)"3R"0
——nmug—(m +m, +—my)x ——n,Rp =0,
3 1 2 16 3 16 3
1 3 " 1 2..
FR ——mygR — —m RX — (—m, +—m;)R ¢ = 0.
4 - 16 2 16
Postavljanjem uslova da se telo 1 kre¢e konstantnom brzinom (x = 0) sledi da je:
Fe 3m,m,
dm, —m,
A
2
1
B
5]
Slika 14.3 Slika 14.4

14.3 Kliza¢ zanemarljive mase moze da klizi po vertikalnoj glatkoj vodici. Za
kliza¢ je vezana obrtna vodica kroz koju moze da klizi bez trenja Stap duZine 2/
i mase m. Stap se jednim krajem naslanja na glatku horizontalnu ravan.
Napisati diferencijalne jednacine kretanja Stapa ako na kliza¢ deluje vertikalna
sila F.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (rastojanje centra mase pokretnog

Stapa od centra obrtne vodice) i @ (ugao koji pokretni Stap gradi sa vertikalom),
diferencijalne jednacine kretanja glase:
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misin® @ + mxpsin g cos g+ 2mipsinpcos ¢ — mxp” sin” ¢ = F cos g,
mxjésin(DCOS(p—i-m(b(lz sin® o+ x”cos’ o+ 12/3) + 2mxjc('pc:os2 o+

+ m(l2 - x2)¢2 cospsing = mglsing — F(I+ x)sing.

14.4 Sistem se sastoji od tela 1 mase M i homogenog Stapa 2 mase m i duzine /.
Telo 1 klizi po glatkoj horizontalnoj ravni a Stap 2 krajem A po vertikalnoj i
krajem B po glatkoj horizontalnoj povrsi tela 1. Napisati diferencijalne
jednacine kretanja sistema.

® Ako se za generalisane kooordinate izaberu x (translatorno pomeranje prizme sleva
udesno) i ¢ (ugao koji Stap gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine kretanja imaju

oblik:

. I .5
(M+ m)jé+—ml(pc03(p——ml(p2 sing =0,
2 2

1 1 . I .
—ml)'éCOS(o+—m12¢) = Esmw.
3 2

Slika 14.5 Slika 14.6
14.5 Za teret mase m, koji moze da klizi bez trenja po strmoj ravni nagiba o
zglobom je vezan tanki homogeni prsten mase m, poluprec¢nika R. Napisati
diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako se za generalisane kooordinate izaberu x (translatorno pomeranje klizaca A niz
strmu ravan) i ¢ (ugao koji pravac AB gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine
kretanja imaju oblik:

(m, +m,)i +m,RpCos(a+p)— mR@’ sin(a+ @) = (m, +m,)gsina,

myRX COS(a + @) + 2m2R2g'b = —mygRsing.

14.6 Tela 1 i 2 masa m; = m, = 4m sastoje se od koaksijalnih cilindara
poluprec¢nika R i 2R. Poluprecnici inercije u odnosu na uzduzne ose simetrije
telasu i =i, = R+/2. Telo 3 mase m krece se niz strmu ravan nagiba o =30°, a

telo 4 mase m obeSeno je za srediSnu osu tela 2. Tela su medusobno vezana
uzadima i idealnim koturovima 5 i 6 zanemarljivih masa (videti sliku).
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Koeficijent trenja izmedu tela 3 i strme ravni je y = \/5 / 2. Natelo 1 koje se
kotrlja bez klizanja po horizontalnoj ravni deluje spreg momenta M=4mgR. Od-

rediti ubrzanje tela 3 i 4 kao i silu u uZetu u preseku p-p nazna¢enom na slici.

1067 183 , . 430
® a; =——g (uz strmuravan), a, = —— g (vertikalno nanize), S = —mg.

1228 307 307

Slika 14.7

14.7 Sistem prikazan slikom kreée se u vertikalnoj ravni. Na Stap OA duZine 2/
i mase m, koji moZe da se obrée oko horizontalne ose O deluje spreg momenta

M,. Na homogeni disk mase m, i polupre¢nika R koji moZe da se kotrlja bez
klizanja po Stapu OA deluje spreg momenta M, . Napisati diferencijalne
jednacine kretanja sistema.

Slika 14.7a Slika 14.7b

® Za generalisane kooridnate ¢emo izabrati ugao ¢ i pomeranje z (slika 14.7a).
KinetiCka energija materijalnog sistema data je izrazom:

| I ., 1
T=— 0(p2 +—JC02 +—m2vé.
Posto je:

1 1 .z .
Jo=—m @2}, Jo=—m,R*, =",

3 R
vé = v12< +(v§)2 =(l+ z)2¢2 +R*O" = I+ z)2¢72 +(z —R¢)2,
sledi da se izraz za kinetiCku energiju moze napisati u obliku:
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| 4 3 203 3
T=—[—ml* +my(l+2)" + =m,R*]¢" = =m,Rigp+=myz”. (1)
2°3 2 2 4

Deo generalisanih sila koji poti¢e od konzervativne sile teze moze se izracunati iz
izraza za potencijalnu energiju:

EP =m gy, +M,g8Ye-
Posto je:

yr =1sing, y. =(l+z)sing+Rcosg,
sledi da je:

E, =mglsing+myg[(l+z)sing+ Rcosg].
Generalisane konzervativne sile su:

cE
0, = —7p = —m, gl COS ¢ — m, (I + ) COS @+ m,gRsin @,
(2

E
Q? =——2L=—m,gsingp.
124

Virtuelni rad nekonzervativnih sila je:
oz
oA = M,06p + M,60 = M,6¢p + M,(— - 6p),
R

tako da su generalisane nekonzervativne sile:
N N _ M,
0, =M -M, QO =—=.
Ukupne generalisane sile su:

Q, = Qg +Q2] =M, -~ M, —m,glcos ¢ —m,g(l+z)COS @+ m,gRsing,

n .~ M .
0,=0, +0, :f—ngsmq).

Primenom Lagranzevih jednacine druge vrste:

d(dry\ dar d(ary or

— == = |- 5=

dt\dp ) Jp e\ & ) o
i koriS¢enjem izraza za kinetiCku energiju (1) i generalisane sile (2) dobijaju se diferen-
cijalne jednacine kretanja sistema:

4 3 . 3 .
[—mll2 +m, (I + 2 +—m2R2]¢) ——myRZ+2m, (I + 2)pz =
3 2 2

=M, - M, —m,glcosp—m,g(l+z)cosp+m,gRsing, (3)
—EmzR(b—i- imzi —m, (I + z)('p2 = M, _ m,g sing.
2 2 R
Pokazimo da se diferencijalne jednacine (3) mogu dobiti i koris¢enjem opste
jednacine dinamike. U tu svrhu ¢emo odrediti virtuelni rad svih spoljasnjih, unutradnjih i
inercijalnih sila:

SA" = M,5p+ M50 — m g &y, — my g8y — J o5 — J o050 — my 5 o5 . — 1y -0 .
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Posto je:

80=""=3p, §==—p, y, =Ising, &y, =15pcos,
R R

X =(l+z)cosp—Rsing, y. =(I+2z)sing+ Rcosp,

O = 0ZCOS @ — (I + z)0pSing — RSpCOS ¢,

Oy = 0zsing + (1 +2)0pCos ¢ — Ropsing,

% =7C08p—2psing — (I +2)sing — pzsing — ¢ (I + z) cOS  —
—R(HCOSp+Rp>sing,

Vo =Zsinp+zpcose+ ¢(l+z)cosw+gb2003go—¢2(l+z)singo—
—Rpsing—R¢* cos g,

sledi da je:

x 4 3 . 3 .
SA" = Sp{[—myl* +m, (1 +2)* +=m,R1p — = m, Rz + 2m, (I + 2)¢p% —
3 2 2
— M, + M, +m,glcos ¢ +m,g(l +z)COS ¢ — m,gRSiN @} +
3 . 3 2 M .
+ X[-—myRp+—myZ —m, (I + z)¢72 -2+ mygsing].
2 2 R

Iz uslova da je virtuelni rad A jednak nuli i da su varijacije 5@ i & nezavisne dobijaju
se diferencijalne jednacine kretanja:

4 3 . 3 .
[—m,l” +my (1 +2)° +=myR* ] — = m R + 2m, (I + 2) % —
3 2 2
- M, + M, +m,glcos ¢ +m,g(l+z)COS ¢ —m,gRsSiNg =0,

3 . 3 2 M .
——m,Rp+—m,Z—m,y(l+ z)(o2 -2 m,gsing = 0.
2 2 R

14.8 Neistegljivo uze zanemarljive mase namotano je na dva homogena valjka
jednakih masa m, i jednakih poluprecnika R. Jedan valjak moZe da se obrce
oko nepokretne horizontalne osovine O, vezane za telo A. Telo A ima masu m,
1 moZe da se krece vertikalno. Ako u toku kretanja na valjke deluju spregovi
jednakih momenata M odrediti ubrzanje tela A i silu u uZetu.

_ M=y +my)gR] (vertikalno navige), S = Uy +my )(4M + my gR) :

R(5m, + 4m,) R(5m, + 4m,)

® a

14.9 Zupcanik 1 mase m i polupre¢nika R na koji deluje spreg momenta M,

moze da se obrée oko horizontalne ose u tacki O. Oko iste ose, nezavisno od
zupcanika 1, moZe da se obrée laki Stap OA duZine 2R. Za kraj Stapa A zglobno
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je vezan zupc€anik 2 mase m i poluprecnika R. Pod dejstvom sprega momenta
M, zupcanik 2 se kotrlja po zupcaniku 1. Zupcanike smatrati homogenim
diskovima. Zanemarujudi trenje odrediti ugaona ubrzanja zupcanika 1 i Stapa
OA u zavisnosti od ugla .

Slika 14.8 Slika 14.9

® ¢ = 2(3M1—2M2—ngSinl//),6‘014:1]'/:
SmR SmR

pozitivnom matemati¢kom smeru.

5 (M, +M, —2mgRsiny), u

F,8z

Slika 14.10 Slika 14.10a
14.10 Homogeni disk 1 mase m i polupre¢nika R moZe da se obrée oko
srediSne horizontalne ose Oz. Neistegljivo uZe namotano je jednim krajem na
disk 1 a drugim krajem na veci dobo$ kalema 2. Na manji dobo$ kalema
namotano je drugo neistegljivo uZe vezano za telo 3 mase m koje moze da se
krece vertikalno. Kalem ima masu 3m, poluprecnike 2R i R, i poluprecnik

inercije u odnosu na srediSnu uzduznu osu i = R2 . Nenamotani delovi uZeta
su vertikalnog pravca. Sila kidanja uZadi iznosi Smg. Odrediti vrednosti
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momenta sprega M koji deluje na disk 1 i sile F' koja deluje vertikalno na telo 3
da ne dode do kidanja uzadi.

® Za generalisane koordinate izabra¢emo ¢ (ugao obrtanja diska 1) i z (pomeranje
kliza¢a vertikano navise). Kineticka enerija sistema je:

1 .2 1 ) 1 2 1 2
T=—mz"+—J +—0CBm)ves +—J 0.
2 > 4 2( e 5 e
Posto je:
Z—Rop 2+ R¢

, Ve = Ve =Rop+2Rw, = —-,
3R c =Yc 4 c

Jo =meil = 6mR*, wp = d = 3

kinetiCka energija sistema ima oblik:
T= ngZgbZ 2m
4 2
Virtuelni rad sila koje deluju na sistem je:
SA = Fdz + Mg —3mgdy, —mgdz .
Posto je:
20z + Rogp
3
izraz za virtuelni rad dobija sledeci oblik:
OA = (M — mgR)S¢p + (F —3mg)dz,
tako da su generalisane sile:
Q,=M-mgR, Q. =F -3mg.

e =

Polazec¢i od Lagranzevih jednacina druge vrste:

d(or) or d(or) or

e B R R e B

dt\ 0¢p ) O¢ dt\ 0z
dobi¢emo diferencijalne jednacine kretanja:

%mR%zM—ng, 3mz = F —3mg. (1)
Diferencijalna jednacina kretanja kliza¢a 3 je:

mZ=F—S§ —mg.
Iz ove jednacine i druge od dve diferencijalne jednacine kretanja sistema (1), sledi:
_2F

3

Na osnovu vrednosti sile kidanja, dobija se:
S, <5mg=F <15mg/2.

Si

Diferencijalna jednacina obrtanja diska 3 glasi:
1 ..
EmR2(p =M -S,R.

Iz poslednje jednacine i prve od dve diferencijalne jednacine kretanja sistema (1), sledi:
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Na osnovu vrednosti sile kidanja dobija se:
S, <5mg = M <TmgR.

Pokazimo da se diferencijalne jednacine (1) mogu dobiti i koris¢enjem opste jednacine
dinamike:

OA" = F& —mgz — midz — (3mg)dy. — (3m)¥ o — J pttda+ MSp— J ;o3¢ = 0.
Posto je:

@)C: R6¢+26Z, yc = R(0+2Z, JC :6mR2, J():l Rz;
3 3 2
50[:R§go—§z, &:Rgo—z’
3R 3R

dobija se, nakon uprosc¢avanja:
* 3 ..
SA" = (M —mgR —=mR*$)5p+ (F —3mg —3mz)z = 0.
2
Iz uslova nezavisnosti varijacija d¢i 0z dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja:

M—ng—%mRz(b:Q F-3mg-3mz=0.

Slika 14.11 Slika 14.12
14.11 Tri spregnuta homogena zupc¢anika masa m; =my; =m, m, = 4m i

poluprecnika r; =ry; =r, r, = 2r krecu se u vertikalnoj ravni posredstvom

poluge OAB zanemarljive mase koja je zglobno vezana za centre sva tri

zupcanika. Na zupcanik 2 deluje spreg momenta M=2mgr. Naci ugaono

ubrzanje zupcanika 2 u zavisnosti od ugla koji poluga OAB gradi sa vertikalom.
9-6sing g

® & =——=, unegativnom matematickom smeru.
: 52 R

14.12 Sistem koji se krece u vertikalnoj ravni sastoji se od homogenog Stapa
OA duZine [ i mase m, 1 homogenog tankog prstena poluprecnika R=//2 i mase

m,. Prsten je zglobno vezan za Stap u tacki A. Na prsten deluje spreg momenta

M a na Stap OA, preko klizaca B i horizontalnog Stapa zanemarljivih masa,
deluje sila F. Napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema.
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® Ako za generalisane koordinate usvojimo ¢ (ugao koji pravac OA gradi sa
vertikalom) i € (ugao koji pravac AC gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine
kretanja imaju oblik:

%(m1 I+ %m2lzécos(go —o)+ %mzz%ﬂ sin(p— 6) =

Fl 1 .
= —(m; +2m, ) gl Sinp,
2005 g 2( | +2my)glsing

%mﬂ2 cos(¢p — 9)g'b+%m212'6'?— %mzﬁ sin(p — 0)¢” =

= M—%nglsine.

Slika 14.13 Slika 14.13a

14.13 Telo A mase m, = 4m leZi na hrapavoj horizontalnoj ravni. Na telu A
nalazi se osovina B oko koje moZe da se obrée dobos na koji je namotano uZe.
Drugi kraj uzeta namotan je na dobos koji moZe da se obrée oko nepokretne
osovine 0. Oba dobosa su istih masa m i istih polupre¢nika R. Na dobose delu-
ju spregovi sila momenata M=2mgR. Koeficijent trenja izmedu tela A i horizon-
talne ravni je p=1/5. DoboSe smatrati homogenim valjcima. Odrediti silu u uze-
tu u toku kretanja sistema, ako je u po¢etnom trenutku sistem mirovao.
® Za generalisane koordinate izabra¢emo x (translatorno pomeranje tela A) i ¢ (ugao
obrtanja diska C). Kineti¢ka energija sistema je:

T= %(4171)562 + %mjcz + %JBa)é +%Jca)é.
Posto je:

Ty =Jc :%mR2, Wy = G = x_RR(”,
izraz za kinetiCku energiju dobija slede¢i oblik:

ngm)'cz
4

1 .. 1 2.2
——mRxp+—mR"¢~.
2 ¢ 2 ¢
Virtuelni rad sila koje deluju na sistem je:
OA =Mbp+Mda - F, sgnidx.

Posto je:
azw, F, =,u]\/=é(5mg)=mg, M =2mgR,

za virtuelni rad dobija se slededi izraz:
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oA = mgox,
tako da su generalisane sile:
ng =0, 0, =2mg—-mgsgnx.
Polaze¢i od Lagranzevih jednadina druge vrste:

d(ar\ ar d(ar\ ar
LS =0, S Z]-S=0,
dt\ép)  dp d\&) &

dobijaju se sledece diferencijalne jednacine kretanja:

1 .. 1 .1 .. .
——ijé+mR2(p:O, —mx——mR@ =2mg—mgsgnx. (1)
2 2 2
a iz njih (uz uslov sgnx = 1) i ugaono ubrzanje diska C:
_ 2
P R
Iz diferencijalne jednacine obrtanja diska C:
Jep=M—-SR,
sada se moze odrediti i vrednost sile u uzetu:
41
S=—mg.
T

Pokazimo da se diferencijalne jednacine (1) mogu dobiti i koris¢enjem opSte jednacine
dinamike:

A" = MSp—1J-pSp — F, Sgnidic — (4m)idk + MSa — mi&c — J yérser = 0.

Posto je:

&—-Rop . X-Rgp 7=
= I =

L
F =mg, da= , a J-=—mR",
w=me R €72

zamenom u izraz za virtuelni rad, dobiéemo:
* 1 .. . 11 1 .
OA" = (—mRx — mR2g0)5¢ +(2mg —mgsgnx ——mx +—mRp)ox = 0.
2 2 2

Iz uslova nezavisnosti varijacija d@ i ox dobijamo diferencijalne jednacine:

L. 2.
—mRx —mR" ¢ =0,
2

11 .
2mg —mgsgnx ——mx+—mRp = 0.
2 2

14.14 Homogeni tanki cilindar 1 mase 2m poluprec¢nika r moZe da se kotrlja
bez klizanja po horizontalnoj ravni. Na cilindar 1 namotano je lako neistegljivo
uze koje je prebaceno preko nepokretnog idealnog kotura zanemarljive mase.
Drugim krajem uZe je namotano na homogeni tanki cilindar 2 mase m i
poluprecnika r. Cilindar 2 nalazi se na glatkoj strmoj ravni nagiba o =30°.
Odrediti silu u uZetu ako na cilindar 1 u toku kretanja deluje spreg momenta
M=mgr.
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2

Slika 14.14 Slika 14.15

1
® S=—mg.
3 8

14.15 Kliza¢ mase m; moZze da klizi po glatkim kruznim vodicama poluprec-
nika r. Za kliza¢ je zglobom u tacki A vezan Stap duZine 2r i mase m,. Sistem
se krece u vertikalnoj ravni. Napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo ¢ (ugao koji radijus OA gradi sa vertika-
lom) i @ (ugao koji $tap AB gradi sa vertikalom), diferencijalne jednacine kretanja glase:

(my +my )r?p+ myr*0cos(p — 6) + myr*6” sin( — 6) = —(m, +m,)grsing,

myrpcos(p — 6) + %mzrzé —myr’p* sin(p — 6) = —m,grsind.

Slika 14.16 Slika 14.16a Slika 14.16b

14.16 Homogeni $tap duZine 2/ i mase m krece se u horizontalnoj ravni pri
¢emu prolazi kroz glatku obrtnu vodicu A ¢ija se masa moZe zanemariti. Osa
vodice Az je vertikalna. Ako su pocetni uslovi x, = ¢, =0, X, =@, ¢, = @,
odrediti funkciju x(x).
® Potencijalna energija sistema jednaka je nuli:
E, =0,
a kineticka energija je:
1,1
T = —Jc(p2 +—mvé.
2
Posto je:
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1 . .
Je =—m(2[)2, vé = ngoz + i,
12
sledi da je:
2
| |
T:—m¢72(—+x2)+—mx2.
2 3 2

Generalisane sile jednake su nuli:

E 2
Qq):__P:O, QX:__P:().
o

24
Kori§éenjem Lagranzevih jednacina druge vrste:
dler) o d(ﬁr) a
dtLé’q)J a  Da\a) a 7

dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja u obliku:
d 1 . .. .
—[m(—lz+x2)¢7]:0, mx—mxgo2 =0. (1)
dt 3

Iz prve od njih sledi da je:

1 ) 1 .
m(—l2 + x2)¢) = const = m(—l2 + xé)%,
3

odnosno:
- o,
I +3x°
Zamenom poslednjeg izraza u drugu diferencijalnu jednacinu kretanja (1), dobija se:
2 32
. .2 ( wo)
X=XQ = Xﬁ .
(" +3x7)
S obzirom da je:
. odx  dx .
X=—=—Xx,
dt dx
diferencijalna jednacina (2) dobija oblik:

()

2 xdx

(% +3x%)*
Integracijom leve i desne strane poslednje diferencijalne jednacine, uzimajuci za donje
granice integracije pocCetne uslove za promenljive po kojima se integracja vrsi dobija se:

xdi = (Pw,)

X X xdx
[xdi=Pa) [ =",
Somlan 020 (1= +3x7)

i konacno reSenje:

P
V2432

Pokazimo da se diferencijalne jednacine kretanja (1) mogu dobiti i primenom opste
jednacine dinamike:
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OA™ = —mi % —my Oy —J ¢ =0.
Posto je:
. 1
Xc =xSINg, yo =xcoso, J- :§mlz,
O = X SN+ x0QCOS P, dy- = A COSP — xoPSiNg,
%o = ¥sing+2xpcos g+ x(pcosp — x¢* sing,
Yo = XCOS @ —2x@SiNg — xPpSing — xp> COs ,
sledi da je:

oA = [—go(—l2 + xz) = 2xpx|mop+ (—X + xwz)méx.
3

Iz uslova nezavisnosti varijacija d@ i ox, dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja:

—mcb(%l2 +2%) = 2micgpx = 0, —mi+ mxg® =0,

Slika 14.17 Slika 14.18
14.17 Cilindar zanemarljive mase i polupre¢nika R kotrlja se po horizontalnoj
ravni bez klizanja. Po unutra$njoj povrsi cilindra klizi bez trenja tacka mase m.
U pocetnom trenutku tacka je bila u najniZzem poloZaju i imala pocetnu brzinu
v, Odrediti zakon promene momenta M(y) tako da se cilindar kotrlja

konstantnom ugaonom brzinom @,,.

® M= ng[2—3cosw—LR(v0 —Roy)*]siny .
&
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14.18 Kojom silom F treba delovati na telo 5 mase m koje se kreée po glatkoj
horizontalnoj podlozi da bi se teret 1 mase m kretao konstantnom brzinom.
Poluprec¢nici koaksijalnih cilindara 2 i 4 su i 2r, mase suim m, =2m, =2m a

poluprecnici inercije za ose cilindara su i, =i, = r~/2 . Na kotur 4 deluje spreg

momenta M=4mgr. Sistem se krece u vertikalnoj ravni. Masu uzadi, ostalih
elemenata sistema i trenje zanemariti.

® F zﬂmg.
49

Slika 14.19 Slika 14.20
14.19 Koaksijalni kalemovi 1 i 2 sastavljeni od cilindara polupre¢nika r i 2r
imaju mase m, = m, = 2m i polupre¢nike inercije i, =i, = r/2 . Kalemovi su
medusobno vezani uZadima zanemarljive mase. Kalem 1 moZe da se obrée oko
horizontalne ose koja prolazi kroz tacku O, a kalem 2 moZe da se krece verti-
kalno. Na kalem 2 namotano je uZe ¢iji je drugi kraj namotan na tanki cilindar
3 mase m i polupre¢nika r. Ako na kalem deluje spreg momenta M=2mgr,
odrediti ugaona ubrzanja sva tri tela kao i silu u uzetu izmedu tela 2 i 3.

® g=¢6= iﬁ, & = 10g (negativan matematicki smer),
29r 7 29r
10
S=—mg.
208

14.20 Na strmoj ravni nagiba « nalazi se plo¢a A mase m, a na ploci A telo B
mase m,. Koeficijenti trenja izmedu tela A, tela B 1 strme ravni su jednaki i
iznose u. Neistegljivo uze zanemarljive mase vezano je za telo A i B paralelno
strmoj ravni i prebaceno preko dva kotura poluprec¢nika r i 2r koji se nezavisno
jedan od drugog obréu oko nepokretne horizontalne ose. Na uZetu se nalazi
pokretni kotur za Cije je srediSte vezano telo C mase m,.. Postaviti diferen-

cijalne jednacine kretanja sistema zanemarujuéi mase koturova.
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® Ako za generalisane koordinate izaberemo x, i x5 (apsolutna pomeranja klizaca A i
B uz strmu ravan, diferencijalne jednacine kretanja imaju oblik:
1 .. .. 1 .
my +—me)X, +—meXp =—m —-m Sina —
(my 4 c)Xa 4 et =, c8 A8

— pgcosaf(my +mg)sgni, —mg sgn(iz — 4],

I 1. 1 . L
2 +(my +ch)x3 =5 Mc8 M8 Sina — umyg COS asgn(xy —x,).

Slika 14.21 Slika 14.22

14.21 Homogeni kotur 2 polupre¢nika 2r, mase m i homogeni kotur 1 polu-
precnika r i mase m mogu da se nezavisno jedan od drugog obréu oko hori-
zontalne ose koja prolazi kroz tacku O pod dejstvom spregova momenata
M, = M, = mgr. Koturi su uZetom zanemarljive mase povezani za homogeni
kotur 3 mase m za Cije je srediSte uzetom zanemarljive mase vezan teret 4 mase
2m. Odrediti sile u uZetu u naznacenim presecima. Koture smatrati homogenim
diskovima.

49 41

® § =—mg, S, =—mg.
DT T

14.22 Kruto spojeni koaksijalni cilindri 1 i 2 imaju poluprec¢nike R i 2R,
ukupnu masu m i poluprecnik inercije i = RV2.Na homogeni disk 3 mase m i
poluprec¢nika R, koji se kotrlja bez klizanja po strmoj ravni nagnutoj u odnosu
na horizontalu pod uglom 30°, deluje spreg momenta M=2mgR. Masa tereta 4
je 2m, dok se masa uzadi i ostalih koturova u sistemu moZe se zanemariti.
Odrediti silu u naznacenom preseku uZeta ako se sistem kreée u vertikalnoj
ravni.

64

® S=—mg.
31
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14.23 Sistem se sastoji od tela 1 mase m, tela 2 mase m i dva koaksijalna kruto
spojena cilindra ukupne mase m i poluprecnika inercije za nepomi¢nu osu
obrtanja i=R. Tela su vezana neistegljivim uZetom i koturovima zanemarljive
mase. Telo 2 moZe da klizi bez trenja po strmoj ravni nagiba « = 30°. Odrediti
vrednost momenta M kojim treba delovati na telo 3 tako da se telo 1 krece
konstantnom brzinom. Poluprecnici koaksijalnih cilindara su R i 2R.

® M:1—61ng.

Slika 14.23 Slika 14.24
14.24 Po strmoj ravni nagiba o klizi bez trenja prizmati¢no telo A mase m,. Po
ravnoj povrsi tela A koja je u odnosu na strmu ravan nagnuta za ugao 2« klizi
bez trenja telo B mase m,. Odrediti ubrzanje tela A.

_ my +mp(l+C0S2a)
- my +mpg sin*2a

® a gSsina, niz strmu ravan.

Slika 14.25 Slika 14.26
14.25 Resditi prethodni zadatak ako se umesto tela B po prizmi A kotrlja bez
klizanja homogeni valjak mase m,.
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ue 3my +mg(3+2c0s2a)

— 5 gSina, niz strmu ravan.
3m, +mg(3—2c08° 20)

14.26 Sistem koji se krece u horizontalnoj ravni sastoji se od pravouglog
ugaonika ¢iji su kraci homogeni Stapovi jednakih duZina 2/ i jednakih masa 2m,
homogenog Stapa AB duZine 2/ i mase 2m i homogenog Stapa OC duZine [ i
mase m. Ugaonik i Stap OC obrcu se nezavisno jedan od drugog oko vertikalne
ose Oz. Stap AB vezan je zglobno u srediitu C za $tap OC a svojim krajevima
za klizace koji se krecu po kracim ugaonika bez trenja. U toku kretanja na Stap
OC deluje spreg konstantnog momenta M. Uzimajuéi za generalisane
koordinate uglove @i  (videti sliku) odrediti konacne jednacine kretanja, ako
je u pocetnom trenutku (z, = 0) ¢(t,) = w(t,) = 0, @(t,) = w(t,) =0.

v o(oc) ((P +W)

Slika 14.26a Slika 14.26b
® Kineticka energija sistema je:

1 .. 1 . 1 1
T= EJO(OC)((0+ 7% +§JO(AOB)(02 +EmABV% +§JC(AB)‘0/213-

Posto je:

2

I 1 2 16 .
Jowoc) =gml » Jo(aos) =2~§(2m)(2l) =—ml", myp =2m, v. =l(p+y),

3

1 2 S
Jeany = E(zm)(y) , Wup=0=y—-9,

kinetiCka energija ima sledeci oblik:
25., 5.. 3.
T =ml*[Z= ¢ + = gy + =y
[ o PRVt Y ]
Rad vrsi samo spreg sila momenta M tako da je virtuelni rad:
oA = M(S5¢p + Sy).
1z poslednjeg izraza dobijaju se generalisane sile:

0,=0,=M.

Kori§¢enjem Lagranzevih jednacina druge vrste:
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d(dr\) oar d|(ar ar
—=|-==0, —| —|-—=0,.
dt\dp) Jp dt\oy) oy

dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja sistema:

ml* .. . ml* .. .
7(25¢+5w)=M, T(5¢+9t//)=M- 1

Resavanjem gornjeg sistema od dve linearne jednacine po drugim izvodima generali-
sanih koordinata dobija se:

iMm . 3M
som®” Y " 1omi?”
odakle se, uzimajuéi u obzir i poCetne uslove kretanja navedene u tekstu zadatka, mogu
izvesti i kona¢ne jednacine kretanja sistema:

o= M ;2 v = M 2
100m> " 20mi*
Pokazimo da se diferencijalne jednacine kretanja (1) mogu dobiti i koriSéenjem opste
jednacine dinamike:
BA™ = M(8¢ +8y) = J (408 P3P — J p(0c) (4 + ) (89 + 8y) —
— F1(39 +8y) — J (45080 = 0.

Posto je:

Q=

16 1 . . 2
Jo(aos) :?ml2, Jo(oc) :gm127 Fey =meac, =2ml( + ), Je(an) =§ml2,
0= —$,80 = dy — 3¢,

sledi da je:
2 2

. P P
SA :5¢[M—m7(25¢)+5y/)]+51//[M— %(5¢+9w)]:0-

Iz uslova nezavisnosti varijacija d@ i oy, dobijaju se diferencijalne jednacine:

2 2
M—%(25¢+5¢):0, M- %(Sgbw;})):o.

14.27 Sistem koji se krece u horizontalnoj ravni sastoji se od homogenih
Stapova OA i AB jednakih duZina / i jednakih masa m, i homogenog Stapa OC
duzine 2/ i mase 2m. Stapovi OA i OC obréu se nezavisno jedan od drugog oko
vertikalne ose Oz. Stap AB vezan je zglobno za Stap OA i za kliza& zanemar-
ljive mase koji klizi bez trenja po Stapu OC. Na Stap OA deluje spreg momenta
M, ana Stap OC spreg momenta M,. Napisati diferencijalne jednaCine kretanja

sistema uzimajuci za generalisane koordinate uglove @i 6.

® mlz[(1—33—0059)¢+(_?5+%cose)é+ ('pésine—%éz sind) = M, + M,,

ml2[(_?5+%cosa)gb+ é—%(pz sind] = —%Mz.
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Slika 14.27 Slika 14.28
14.28 Materijalni sistem sastoji se od tela 1, 2 i 3 masa m,, m, i m,, koturova
A, B i C zanemarljivih masa i uZeta zanemarljive mase. Jedan kraj uZeta vezan
je za telo 2 a drugi za telo 3. Delovi uZeta izmedu kotura A i B i kotura C i D su
horizontalni. Telo 1 klizi po glatkoj horizontalnoj podlozi, telo 2 po glatkom
kraku tela 1 a telo 3 po glatkoj strani tela 2 nagnutoj pod uglom « = 60° prema
horizontali. Ako je m; = 2m, = 2m, = 2m, odrediti intenzitet apsolutnog

ubrzanja tela 3.

V147

® a =21,
355 ¢
F B
3_36, !
(P 2 ANy
_ i
P i
_> :
Slika 14.29 Slika 14.30

14.29 Sistem koji se sastoji od homogenog Stapa mase m, i duZine 2b i tela 2
mase m, moZe da se krece u vertikalnoj ravni. Ako je sila F" horizontalnog

pravca, kao Sto je na slici prikazano, napisati diferencijalne jednacine kretanja
sistema za date generalisane koordinate. Trenje zanemariti.

® (my +my)i+(m, +2m,)bpcos @ — (m, +2m,)b¢’ sinp = F,

(m, +2m,)b% COS @ + %bz(ﬁ(ml +3m, cos” ¢) — 2m,yb*¢* sin2¢ = m,ghsing.

14.30 Homogeni valjak mase m, i polupre¢nika r moZze da se kotrlja bez kliza-

nja po horizontalnoj ravni. Za srediste cilindra zglobno je vezan homogeni Stap
duZine 2r i mase m, na ¢ijem drugom kraju deluje sila F' konstantnog intenzite-
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ta i horizontalnog pravca, kao $to je na slici prikazano. Postaviti diferencijalne
jednacine kretanja sistema.
® Ako za generalisane koordinate izaberemo ¢ (ugao obrtanja valika) i € (ugao koji
Stap gradi sa horizontalom), diferencijalne jednacine kretanja glase:
3my +2m, .. . : F
T b+ my@SinG + my@* cos O = —,
r
2Fsin@—m,gcosd

ngbsin9+§mzé =

et

M
A

Slika 14.31 Slika 14.32
14.31 Zupcanik polupre¢nika R i mase M nalazi se izmedu paralelnih horizon-
talno postavljenih zupcastih letvi jednakih masa m. Na letve deluju sile F| i F,.
Odrediti ubrzanje srediSta zupCanika. Zupc€anik smatrati homogenim diskom a
trenje zanemariti.
L+ FE
M+2m

® a=

14.32 Za centar homogenog valjka mase 2m i poluprecnika r koji se kotrlja bez
klizanja po horizontalnoj ravni zglobno je vezan homogeni Stap duZine 2r i
mase m. Na Stap deluje spreg momenta M. Postaviti diferencijalne jednacine
kretanja sistema u datom sistemu generalisanih koordinata.

® 4mi—mricosp+mrp’sing =0, —mriéCOS(p+%mr2¢:M—mgrsin(p.

14.33 Na homogeni valjak polupre¢nika R i mase m; namotano je neistegljivo
uze koje je prebaceno preko koturova C i D zanemarljivih masa. Kotur C je
vezan za telo B mase m, a kotur D je nepokretan. Za drugi kraj uZeta vezano je
telo A mase m,. Ako na telo B deluje sila F' horizontalnog pravca, a na valjak
spreg momenta M=FR, odrediti intenzitet sile F tako da kretanje tela A bude
ravnomerno. Trenje zanemariti.

2m; +m,

® F=——=mg
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Slika 14.33 Slika 14.34

14.34 Platforma A mase 4m moZe da se krece po horizontalnoj glatkoj ravni.
Za platformu je u¢vrséena horizontalna osovina B oko koje moze da se obrce
homogeni valjak B mase 2m i poluprecnika R. Pomocu sistema uzadi i koturova
zanemarljive mase podiZe se teret C mase m. Na platformu A deluje horizontal-
na sila F' a na valjak spreg momenta M=FR. Odrediti vrednost sile F' i silu u
uZetu u naznacenom preseku ako se teret C krece konstantnom brzinom.

5 1
® F=—mg, S=—mg.
g & 0T Ms

>~

Slika 14.35 Slika 14.36
14.35 Mehanizam manipulatora sa tri stepena slobode sastoji se od
nepokretnog ¢lana za vertikalno pomeranje i ¢lanova 1, 2 i 3 za horizontalno
pomeranje. Mase pokretnih ¢lanova su m,, m, 1 m,, a masa tereta koji nosi
hvataljka na kraju ¢lana 3 iznosi m. Na ¢lanove deluju sile F, F, i F; u pravcu
kliznih vodica. Napisati diferencijalne jednacine kretanje mehanizma.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (translatorno pomeranje segmenta 2 u
odnosu na segment 1 duz x-ose), y (translatorno pomeranje segmenta 3 u odnosu na
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segment 2 duz y-ose) i z (pomeranje segmenta 1 vertikalno navise), diferencijalne
jednacine kretanja glase:
(my +my+m)x = F,, (my+m)y =F;,

(my +my +my +m)z = F — (my +my +ms +m)g.

14.36 Po horizontalnoj ravni moZe da klizi bez trenja prizma mase m,. Po
strmoj ravni prizme nagiba o moZe da klizi, takode bez trenja, telo mase m,.
Tela su povezana oprugama krutosti ¢, ¢, i ¢; (videti sliku). Uzimajuci za
generalisane koordinate x (pomeranje prizme duz horizontalne ravni) i y
(pomeranje tela po prizmi), postaviti diferencijalne jednacine kretanja ako su, u
poloZaju x=y=0 opruge nenapregnute.
® (m; +my)X+m,yCoSa = —¢;x,

myXCOS a +m,y = —(c, +c;)y+m,gsina.

Slika 14.37 Slika 14.37a Slika 14.37b
14.37 Krajevi Stapa AB duZine 2/ i mase m, klize po horizontalnom
nepokretnom kruznom Zlebu poluprecnika R. Po Stapu se kreée tatka N mase
m, ana Stap deluje spreg momenta M. Odrediti zakon promene momenta
sprega M(t) da bi relativna brzina tacke v, bila konstantna. U pocetnom

trenutku, kada se tacka nalazila na sredini Stapa, Stap je imao ugaonu brzinu
@, = @,. Trenje zanemariti. Generalisane koordinate date su na crtezZu.

® Kineticka energija sistema je:
1 | 1
T = —mlvé -i——JC(p2 +—m2v12V.
Posto je:

/ . 1 1 .. .
r=vR -1, vg = r2¢)2, Je =—ml(21)2 :—mllz, VIZ\, = (x—r(p)2 +x2(p2,
12 3

kinetiCka energija sistema ima oblik:
1 2 . . 1
T =—[m(R* = =1)+my (x> + R —17)]9" —my@iN R —1” +—m,i°.
2 3 2

Rad vr&i samo spreg sila momenta M, tako da je:
oA =Mép = 0,=M, 0, =0.
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KoriSéenjem Lagranzevih jednacina druge vrste:
d(or) or d(or) or
e __:Qq;!__. __:Qx’
dr\op ) Op dt

dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja sistema u obliku:

[ml(R2 —glz)+m2(x2 +R’ —12)](0—m2x R - +2m,xxp = M,

—m2\/R2 —12¢+m256—m2x(b2 =0.

Prema uslovima definisanim u zadatku je:
X=vyt, Xx=v,, x=0,

tako da se diferencijalne jednacine kretanja (1) svode na:

[my (R - %zz) +m,y (V32 + R* = 1%)]p+ 2myvite = M,

—my N R? — 12— myvytp* = 0.

Resavanjem druge diferencijalne jednacine sistema (2), uz date pocetne uslove, dobija

se:
o= WR -1 w,
WRE — 12 + vy
a odavde i:

P 4NR* - 1% vywit ' @
[2VR? — 2 + vy 2]

Zamenom izraza (3) i (4) u prvu jednacinu sistema (2) dobija se izraz za moment M u
funkciji vremena

2 2
4m,(R* - 512) +my(vir® + R* —I*)WR* - I? vyt 4 (R~ 12 myoi

[2VR? — 12 + gy WRY — 12 + vyt
Pokazimo da se do diferencijalnih jednacina (1) moze doci i koriSéenjem opste
jednacine dinamike:

@)

: @)

M=-

A" = MSp— Jc@Op — mag, (rop) — mi dxy —myyoyy = 0.

Uzimajuci u obzir da je:
Je zémllz, ac, =rp, r=VR* 1%,

Xy =-rSin@+xC0S@, yy =—-rcose—xsing,
Oy = —ro@COS P+ X COSP — x8PSiN@, dyy =ropsing — dsing —xdp cos ¢,
iy = —r(Ccos+rp*sing+icosp—2x@psing — xpsing — x¢ cos g,
Yy = rgsing+r¢® cosp— ising — 2 cos ¢ — x(cos ¢+ x¢* sing,
opsta jednacina dinamike se svodi na:
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2 . . ..
(M =[m,(R* =21+ my (x” + R* = 1))+ myiV R =17 = 2m,xk )5+
3

+ (my\ R* - l2¢'—m256+m2x{02)5x =0,

odakle zbog nezavisnosti varijacija ox i 0¢ slede diferencijalne jednacine kretanja:

2 . .
M —=[m(R* =Z1)+my(x” + R =1")]p+myiVR® =17 = 2m,xicp =0,
3

mz\/R2 —lzé—mzjé+m2x¢2 =0.

C /s, /7 7 7 7 7 77 i
D
B B
Slika 14.38 Slika 14.39

14.38 Homogeni Stap AB mase M i duzine 2a klizi bez trenja krajem A po ver-
tikalnom zidu a krajem B po horizontalnoj podlozi. Po Stapu, takode bez trenja,
klizi prsten mase m. Formirati diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako se za generalisane koordinate uzmu ¢ (ugao koji Stap AB gradi sa

horizontalom) i x (rastojanje prstena od kraja A Stapa), diferencijalne jednacine kretanja
su:

[% Ma* + m(x* — 4ax cos® ¢ + 4a* cos” p)|p — mai sin2¢ + 2ma(x — a)p* sin2¢p +
+2mxp(—a—acos2p+ x) = —g[Ma+ m(2a — x)]COS ¢,

—mapsin2¢+ mi +m@*(a — acos2¢ — x) = mgsing.

14.39 Telo A mase m klizi po horizontalnoj ravni bez trenja. Za telo A vezana
je osovina O oko koje moZe da se obrée homogeni valjak poluprec¢nika R i
mase m. Na valjak je namotano uZe koje je prebaceno preko nepokretnog ko-
tura C. Za pokretni kotur D vezan je teret B mase 4m. Na telo A deluje hori-
zontalna sila F' a na homogeni valjak spreg momenta M=FR. Postaviti diferen-
cijalne jednacine kretanja sistema i odrediti silu u uZetu u nazna¢enom preseku.

® Ako se za generalisane koordinate uzmu x (pomeranje tela A udesno) i y (pomeranje
tega B vertikalno naviSe), diferencijalne jednacine kretanja su:

%m}é—mj}:Q —mX +6my =2F —4mg.
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Sila u uzetu u nazna¢enom preseku iznosi:
SF + 4mg
7 .

S =

14.40 Homogeni valjak mase m, i polupre¢nika R nalazi se na glatkoj strmoyj
ravni nagiba . Na valjak je namotano nerastegljivo uZe zanemarljive mase ¢iji
je jedan kraj u¢vrscen za valjak a drugi za teret B mase m koji moze da klizi
bez trenja po strmoj ravni nagiba £, kao Sto je na slici pokazano. Odrediti
ubrzanje ose valjka A i silu u uZetu. Ako je u po¢etnom trenutku sistem
mirovao, odrediti vezu izmedu uglova « i £ da bi valjak imao samo obrtnu
komponentu kretanja.

Slika 14.40 Slika 14.41
my +2m,)Sina —m, Sin .
® a= (my 2) 2 'Bg, niz strmu ravan.
my +3m,
g mm,g(Sina+sing)  sina  m,
my +3m, "osing omy+2m,

14.41 Dva kruto spojena koaksijalna cilindra polupre¢nika R i 2R, ukupne
mase 4m i poluprecnika inercije i=R u odnosu na poduznu centralnu osu C,
mogu da se kotrljaju po horizontalnoj ravni bez klizanja. Na veci cilindar
namotano je uze koje je prebaceno preko kotura D a zatim namotano na
homogeni disk A polupre¢nika R i mase 2m. Drugo uZe, prebaceno preko
kotura E, jednim svojim krajem namotano je na manji cilindar a drugim krajem
zakaceno za teret B mase 4m koji klizi po glatkoj strmoj ravni nagiba 60°.
Nepomicni koturovi D i E su zanemarljive mase. Odrediti ubrzanja sredista
diska A i tereta B.

11-243
15

® ay= g, vertikalno nanize; a, = g, niz strmu ravan.

2243 -1)
15

14.42 Homogeni valjak 1 polupre¢nika R i mase m moZze da se obrée oko
nepokretne horizontalne ose O,. Nerastegljivo uZe zanemarljive mase jednim

krajem namotano je na valjak 1 a drugim krajem na homogeni valjak 2 mase m
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i polupre¢nika R. Valjak 2 moZe da se obr¢e oko horizontalne ose O, koja je
vezana za telo A mase m,. Telo A moZe da klizi po hrapavoj horizontalnoj

ravni pri ¢emu je koeficijent trenja x. Ako na valjke deluju spregovi Ciji su
momenti istih intenziteta M, napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema.
Odrediti masu m, tela A ako je p=1/2, M=2mgR a sila u uZetu S=2mg.

Slika 14.42 Slika 14.43

® Ako za generalisane koordinate izaberemo ¢ (ugao obrtanja valjka 1 u pozitivnom
matemati¢kom sameru) i x (translatorno pomeranje tela A ulevo), diferencijalne jedna-
¢ine kretanja glase:

mR2¢—%ijé =0, —%mR(b+(%m+mA)jé :%—,u(mA +m)gsgnx.

Masa tela A iznosi:
my =3m.

14.43 Materijalni sistem sastoji se od tela A mase m, dve homogene kruzne
ploce B i C jednakih masa 2m i poluprec¢nika 2R i lakih kalemova D i E ¢iji su
poluprecnici R i 2R. Koeficijent trenja klizanja tela A po horizontalnoj
podlozi iznosi u a krak otpora kotrljanju za cilindar B koji se kotrlja bez
klizanja po horizontalnoj ploci iznosi k. UZad kojom su povezana tela

sistema mogu se smatrati lakim i neistegljivim. Odrediti ubrzanje tela A i
centra mase tela B.

= P
<~ ]

Slika 14.43a Slika 14.43b

® Neka su generalisane koordinate x i y, prikazane na slici 14.43a. Kineti¢ka energija
sistema je:
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1 o 1 o 1 1 > 1 2
T=—mx"+—m +—Jpwn +—m v +—J 00
) A 2 BY PRI cVc > cPc

Posto je:
_ o I 2 2 .y
my =m, my=me=2m, Jg=Jg —E(Zm)(ZR) =4mR*, wg —goB——zR,
. 2X+y ) 2x—y
V :Z: , a) = = ,
ol 2 c = Pc 4R

kineti¢ka energija dobija oblik:
T =2mxi° +%m§cy+%mj}2.
Virtuelni rad svih sila koje deluju na sistem je:
OA = —mcgdz — F,0x8gn X — Nkopy Sgn ;.
Ukoliko uzmemo u obzir da je:
20x + Oy

me =2m, & = , F, = umg, N =2mg, opg :%, sgn@g =sgny,

iz izraza za virtuelni rad mogu se dobiti generalisane sile:

. k .
0, =-mg(2+ usgnix), O, = —mg(1+ESgny)-
Na osnovu Lagranzevih jednacina druge vrste:
4y T 1(@) _a
a\&) & T a\g) &
dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja u obliku:

N S R .
4mx +—my = —mg(2+ pusgnx), —mx+—5my=—mg(l+ﬁsgny), (1
2 2 4 R
a iz njih i trazena ubrzanja:

. g k . oo 28 k . .
==>-(-284+2—sgny—15usgnx), y=—-(—-6—-8—sgny+ usgnx).
x59( 759Ny ﬂQX)ysg( ngﬂQX)

Pokazimo da se diferencijalne jednacine kretanja (1) mogu dobiti i koriSéenjem opste
jednacine dinamike:
8A" = —F,8xSgNn i — m 4 X8x — mpgdz — m7dz —

—Jc®c00c — NkdQg sSgNGp — mpydy —J p 005 = 0.

Posto je:
Fﬂz,umg, my =m, mBzmczzm, 5Z=25x2+6fy,2:2x2+y7
2% 26% — Oy
Ty =Je=4mR’, o ===, Spc = |
o TR T TR
N=2m,5 =— :_,Sn :Sn,
8 9P =50 P87 50 gnep =sgny

sledi da je:

- . my . I .. 15 . k .
oA =[-4mx e mg(2 + usgnx)]ox +[— —mx ——my —mg(l+—sgny)loy = 0.
2 2 4 R
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Zbog nezavisnosti varijacija dx i dy, slede diferencijane jednacine:

—4mx —%mj} —mg(2+ usgnx) =0, —%m}é —%mj} —mg(l +%Sgny) =0.

14.44 Mehanicki sistem se sastoji od diska 1 mase m, i poluprec¢nika 2r,
kalema 2 mase m, (sastavljenog od dva koaksijalna kruto spojena cilindra
poluprecnika r i 2r) i tankog cilindra 3 mase m, poluprecnika r. Sistem se krece
u vertikalnoj ravni pod dejstvom sprega momenta M koji deluje na disk 1.
Odrediti ubrzanje ose A cilindra 3 ako je m, = m, = my; = m, a polupre¢nik
inercije kalema 2 iznosi i, =3r/2. Odrediti, zatim, onu vrednost momenta M pri

kojoj ¢e se cilindar 3 obrtati "u mestu", ako je sistem u po¢etnom trenutku
mirovao.

(@

Slika 14.44 Slika 14.45

_ 2lmgr—4M
38mr

® a , vertikalno nanize; M = %mgr.

14.45 Dva koaksijalno vezana cilindra polupre¢nika R i 2R, ukupne mase m i
poluprecnika inercije i u odnosu na uzduznu centralnu osu C, mogu da se
kotrljaju po horizontalnoj ravni bez klizanja. UZe obavijeno oko manjeg
cilindra prebaceno je preko kotura D a zatim namotano na homogeni disk A
polupre¢nika R i mase m koji moZe da se kotrlja po glatkoj strmoj ravni nagiba
a. Drugo uZe, obavijeno oko veceg cilindra, prebaceno je preko kotura E a
zatim namotano na disk B poluprec¢nika R i mase m Ciji je centar nepokretan, na
koji deluje spreg konstantnog momenta M. Napisati diferencijalne jednacine
kretanja ovog sistema a zatim odrediti pri kojoj ¢e se vrednosti ugla o disk B
obrtati konstantnom ugaonom brzinom.

® Ako se za generalisane koordinate izaberu x (pomeranje centra diska A niz strmu
ravan) i ¢ (ugao obrtanja koaksijalnog cilindra C u negativnom matematickom smeru),
diferencijalne jednacine kretanja su:

ISR +2i0 L3 .
mp—— +mRx =3M, mRp+—mx =mgSina.
2 2

Trazena vrednost nagiba strme ravni data je izrazom:
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oM

sinag=——.
2mgR

Slika 14.46 Slika 14.47

14.46 Na vedi od dva koaksijalna, kruto vezana cilindra 1 mase 2m, poluprec-
nika R i 2R i poluprec¢nika inercije i u odnosu na osu O,, namotano je neisteg-
ljivo uze zanemarljive mase koje je prebaceno preko nepokretnih koturova A i
B zanemarljivih masa, a drugim krajem namotano na homogeni valjak mase m 1
poluprec¢nika R. Na cilindre 1, koji se kotrljaju bez klizanja po nepomicnoj
horizontalnoj ravni, deluje spreg momenta M, a na valjak 2, koji se krece po
glatkoj strmoj ravni nagiba «, deluje sila F. Odrediti pod kojim ¢e uslovom
cilindri 1 imati ugaono ubrzanje suprotno smeru momenta M.

® M<(F+mgsina)R.

14.47 Na homogeni valjak 1 mase m i poluprecnika R namotano je neistegljivo
uZe zanemarljive mase koje je prebaceno preko kotura A zanemarljive mase, a
drugim krajem namotano na veéi od dva koaksijalna medusobno kruto vezana
cilindra 2 mase 2m, polupre¢nika R i 2R i poluprecnika inercije i u odnosu na
centralnu osu O,. Na cilindar 1 koji se krece po glatkoj horizontalnoj ravni
deluje sila F a na cilindre 2, koji se kotrljaju bez klizanja po strmoj ravni
nagnutoj pod uglom ¢ u odnosu na horizontalu, deluje spreg momenta M.
Odrediti uslov pod kojim ¢e srediste cilindara 2 imati ubrzanje usmereno uz
strmu ravan.

® F >%+ 2mgsina.

14.48 Zupcanik 1 mase 2m i poluprec¢nika 3r koji mozZe da se obrce oko ose O
spregnut je pomocu krivaje AB sa zupCanicima 2 i 3 jednakih masa m i
poluprec¢nika r. Na zup€anik 1 namotano je uze o ¢ijem slobodnom kraju visi
teret 4 mase 4m. Krivaja je zanemarljive mase i moZe slobodno da se obrée oko
ose O. Poluprecnik inercije zupCanika 1 je i=r. Zup€anike 2 i 3 smatrati
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homogenim diskovima. Odrediti veli¢inu momenta M kojim treba dejstvovati
na krivaju da bi se teret 4 kretao konstantnom brzinom.

Slika 14.48 Slika 14.49
® M =24mgr.

14.49 Homogeni tanki cilindar polupre¢nika 2R i mase m moze da se kotrlja
bez klizanja po horizontalnoj ravni pod dejstvom konstantne sile /. Unutar
cilindra moZze da se kotrlja homogeni valjak poluprecnika R i mase m. Napisati
diferencijalne jednacine kretanja sistema.

Slika 14.49a Slika 14.49b

® Neka su generalisane koordinate ¢ (ugao obrtanja tankog cilindra) i € (ugao koji
pravac OC gradi sa vertikalnim pravcem). Brzina tacke K je:

= _s ,=0_= =0 =C
Vg =V T Vg =V +VE + Vg,

odakle je:
v =19 2.
Posto je:

Ve =Ry, vie =2R¢p, v2 = RO, (- ugao obrtanja valjka C)
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sledi da je ugaona brzina obrtanja valjka:
we =y =2p—0.
Kineticka energija sistema je:
I > 1. ., 1 5 1 2
T=—mv,+—J +—mv; +—J 0.
5 Mo TS o® ,MeT 5P
Posto je:

vo =2R¢, J, =m(2R)* = 4mR*, J =% R?,

ve =3+ (v2)? +2v,v2 cos(v,,v0) = 4R*@* + R*0* — 4R*p0cos 6,

kineti¢ka energija sistema dobija oblik:
T = TmR*¢* — mR*p(1 + 2 cos 6) + %mRZQZ .
Virtuelni rad sila koje deluju na mehanicki sistem je:
OA = Fxy —mg oy, .
Posto je:
&y =2ROp, yo =2R—RcoSb, dy, = Ro0sing,
sledi da je:
OA =2FRop —mgRo6sIng,
tako da su generalisane sile:
0, =2FR, Oy =-mgRsing.
Polazec¢i od Lagranzevih diferencijalnih jednacina druge vrste:
d(dr\ dr d(ary or
— = |-==02 | =|-==02
dt\dp) Jp at\oc8) 20
dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja:
mR*[14p — (1+2cos §)8+ 26° sind] = 2FR,

B o (1)
mR*[~(1+2cos 6)¢ + %9] = —mgRsind.

Pokazimo da se diferencijalne jednacine kretanja (1) mogu dobiti i primenom opste
jednacine dinamike:

SA" = Fdx,, —mi 0, —J 900 — mgdy, —mi 0k —miedye — J o ydy = 0.
Posto je:

S, = 2R8p, %y =2Rp, J, = 4mR?,

Xc =2Rp—Rsinb, y, = 2R - Rcos6,

oxc = RQ20p — 08c0s b), dy. = Robsing,

%c = R(2p — 6cos 6+ 6% sinb), . = R(@sinf+ 6* cosb),

Je :%mR2, W =2p—0, Sy =25p— 56,

opsta jednacina dinamike je oblika:
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SA” = {-mR’[14p — (1+2c0s 6)6 + 26" sinb] + 2 FR}Sp+,
. 3. _
+{-mR*[~(1+2c08 )+~ O] — mgRsin0}56 = 0.
2

Posto su varijacije o i 06 nezavisne, iz poslednje jednakosti slede diferencijalne
jednacine kretanja:

—mR*[14{ — (1+2cos 6)0+ 26° sind]+ 2FR = 0,

—mR*[~(1+2cos 6)¢ + %é] —mgRsind = 0.

N

L4

Slika 14.50 Slika 14.51

14.50 Sistem se sastoji od tela A i B jednakih masa m i koturova zanemarljivih
masa. Sistem je vezan pomocu lakog, neistegljivog uZeta Cija su oba kraja
namotana na kotur polupre¢nika R zanemarljive mase. U toku kretanja na telo
A, koje se krece horizontalno, deluje sila F a na kotur spreg momenta M=FR.
Zanemarujudi trenje odrediti ubrzanje tela A i B i silu u uZetu u naznacenom
preseku.

® ay =0, ag =£—g (vertikalno navise), S =§.

14.51 Homogeni prsten tankog zida, mase m i poluprecnika 3r moze da se
kotrlja bez klizanja po horizontalnoj ravni. Po unutrasnjosti prstena mogu da se
kotrljaju, bez klizanja, homogeni diskovi 1 i 2, svaki mase m i poluprec¢nika r.
Centri diskova zglobno su vezani za krajeve pravog Stapa ¢ija se teZina moze
zanemariti. Na prsten deluje spreg momenta M. Odrediti ugaono ubrzanje
prstena.

® ¢= 5 (negativan matematicki smer).

2mr
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14.52 Materijalni sistem prikazan na slici sastoji se od homogenog valjka A
mase m, i poluprecnika osnove R, tereta B mase m,, kalema C zanemarljive
mase, manjeg poluprecnika R i veceg poluprecnika 2R i tereta D mase m. Krak
otpora pri kotrljanju bez klizanja valjka A po horizontalnoj podlozi iznosi k.
Teret B klizi bez trenja po strmoj ravni nagiba o. Masa uZadi se zanemaruje.
Napisati diferencijalne jednacine kretanja sistema. U slucaju da je

m, =8m, =m, k=R/8 1 o= 30°, odrediti silu u uZetu u naznac¢enom preseku.

Slika 14.52

® Ukoliko se za generalisane koordinate izaberu ¢ (ugao obrtanja valika A u pozitiv-
nom matemati¢kom smeru) i x (pomeranje tereta B niz strmu ravan), diferencijalne
jednacine kretanja su:

9 3 . 3. 3 .
—m+—m,)R°@p+—mRx = ——mgR — km,g sgn ¢,
(4 > R 9 3 > g 188gng
EmR"+(m +im))'é—m Sina—lm

3 4 2" 76 28 1 8-

Sila u uzetu je:

mg .
S =—2(9-sgng).
32( gang)

Slika 14.53 Slika 14.54

14.53 Za elipticki mehanizam prikazan na slici koji se krece u horizontalnoj
ravni napisati diferencijalne jednacine kretanja ako na spojnu polugu OAB
deluje pogonski spreg momenta M, a na zupCanik 1 deluje pogonski spreg
momenta M,. Za generalisane koordinate uzeti ugao obrtanja poluge () i
ugao obrtanja zupcanika 1 (¢). Poluprecnici zuplanika su r, =3r, r, =2r, 1y, =r
a mase m, = 3m, m, = 2m, my, = m. Masu poluge kao i trenje u zglobovima

zanemariti a zupCanike smatrati punim homogenim diskovima.
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® mri(27p+18y) = M,, mr*(18p+141y) = M,.

14.54 Prizmati¢no telo mase M=2m leZi na glatkoj horizontalnoj ravni. Po
kosoj ravni prizme nagiba « = 60° krece se bez trenja telo A mase m koje je
neistegljivim uZetom, prebac¢enim preko idealnog kotura C zanemarljive mase,
vezano za osu homogenog valjka B mase m koji se kotrlja bez klizanja po
horizontalnoj ravni prizme. Odrediti ubrzanje prizme.

33

® a= Tg, sleva udesno.

Slika 14.55 Slika 14.56
14.55 Homogeni tanki cilindar A mase m, i poluprecnika R kotrlja se bez
klizanja po horizontalnoj hrapavoj nepokretnoj ravni. Na cilindar je namotano
uze koje je prebaceno preko kotura E a drugim krajem vezano za centar kotura
B. Preko kotura B prebaceno je uZe o Cije su krajeve okaceni tereti C i D masa
m, 1 m,. Odrediti ubrzanje teZista cilindra A i ubrzanje tereta C i D ako je
m, =4m, m, =3m/2, m, =m/2 i ako je krak otpora kotrljanju cilindra A jednak
k. Masu koturova E i B kao i mase oba uzeta zanemariti.

® Ako sa ¢ oznacimo ugao obrtanja cilindra A u negativnom matematickom smeru,
trazena ubrzanja su:

3R+4ksgng
a, = gJ (ulevo),
14R
SR +2ksgng R+6ksgng
ac = gﬂ, ap = gA (naniie)_
TR 7R

14.56 Oko homogenih tankih cilindara A i B obavijeni su krajevi konopca
zanemarljive mase. Cilindri su istih polupre¢nika R i jednakih masa m. Na
cilindar B dejstvuje konstantni spreg momenta M tako da se cilindar kotrlja bez
klizanja po horizontalnoj ravni. Cilindar A se nalazi na idealnoj strmoj ravni
nagiba o. Zanemarujuéi masu nepomicnog kotura C, odrediti ubrzanje srediSta
cilindra A.

_ 3mgRsina—-M
B 4mR

® a (niz strmu ravan).
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14.57 Telo A teZine G moze da klizi po glatkoj strmoj ravni nagiba «. U telu je
izrezana cilindri¢na Supljina poluprecnika r po kojoj moze da se kreée bez
trenja kuglica M tezine G. Napisati diferencijalne jednacine kretanja datog
materijalnog sistema.

Slika 14.57 Slika 14.58

® Ako za generalisane koordinate izaberemo x (translatorno pomeranje tela A niz
strmu ravan) i ¢ (ugao koji pravac OM gradi sa strmom ravni), diferencijalne jednacine
kretanja su:

2% —rpsing —rg® cosp =2gsina, —¥sing+rp = gcos(a + ).

14.58 Teret A tezine G obesen je za jedan kraj neistegljivog konca prebacenog
preko lakog kotura B. Drugi kraj konca vezan je za plocu C tezine G, koja moZe
da klizi po horizontalnoj glatkoj podlozi. Na ploci se nalazi to¢ak D poluprec-
nika r i teZine G (toCak se moze smatrati punim homogenim cilindrom) i telo E
teZine G. Tela D i E su medusobno vezana Stapom ED zanemarljive teZine.
Telo D moZe da se kotrlja po telu C bez klizanja a telo E da klizi sa
koeficijentom trenja klizanja . Odrediti silu S u Stapu DE u toku kretanja
sistema ako su veze u tackama D i E zglobne.

® Sila zatezanja Stapa iznosi:

G .
S=—(1+8usgny),
12( 4sgny)

gde je sa y oznaceno relativno pomeranije tela E u odnosu na plo¢u C udesno.

14.59 Neistegljivo uZe namotano je na dva jednaka homogena valjka koji
mogu da se krecu po strmim ravnima nagiba i . Masa jednog valjka je m.
Odrediti ubrzanje nenamotanog dela uZeta i silu u njemu. Trenje zanemariti.

® Sistem ima tri stepena slobode. Generalisane koordinate x, y i ¢ date su na slici
14.59a. Kineti¢ka energija sistema je:
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L., 1 [R
T = —mvi +—JAgo2 +—mvi, +—JBl//2.
2 2

Posto je:
1 . + t+Rp)+)
v, =¥ JA:JB:—mRZ, VB:).G(//:VK VB:(X P) y’
2 R R
kinetiCka energija sistema dobija oblik:
3 .2 2.0 3 o, 1 .1 .1 .
T=—mx"4+—mR @~ +—my” +—mxy+—mRxp+—mRyp.
4 2 4 2 2

Slika 14.59
Rad vrSe samo sile teze:

OA = mg(dxsina)+mg(dysinp),
tako da su generalisane sile:
Q. =mgsina, 0, = mgsin g, 0,=0.
Polazec¢i od Lagranzevih jednacina druge vrste:
d(ar) ar dlar) ar dlar)
1 RV v
dt o at\ & & dt\dp)

ck
dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja u obliku:

Slika 14.59a

1 1. .
—mx+—my+—mR@ =mgsing,
2

2 2

r .3 .1 .. .

—mX+—my+—mR@ =mgSsing, (1)

2 2 2

r .1 . 2.

—mRx+—mRy+mR ¢ =0.

2 2

Res$avanjem ovog sistema linearnih jednacina po X, ¥, ¢, dobija se:

. Ssina-sing . -—sina+5sing . sina+sing g

X = y y = , =,
3 R

Ubrzanje nenamotanog dela uzeta je:

d . Sina-—sin

dt
Iz diferencijalne jednacine obrtanja valjka A:

g.
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J,»=-SR,
dobija se sila u uzetu:

S = @(sincw sinp).

6

Pokazimo da se diferencijalne jednacine (1) mogu dobiti i koris¢enjem opSte jednacine
dinamike:

OA" = mg(Sxsina) +mg(dysin f) — midx —mjdy —J ,pSp — J zyrdy = 0,
uzimanjem u obzir da je:

JA:JB:EmR2’ =IO s, 2 dy 0 oyt yR b

i uvrdc¢ivanjem ovih izraza u op$tu jednacinu dinamike, dobija se:

. 3 . .1 . .
OA" = (——mx——my——mRp+mgsina)dx +
2

1 3 1 .. .
+ (——mX ——my ——mR @+ mgsin f)Sy +
2 2 2

| T 2.
+(—=—mRX — —mRy —mR")5¢p = 0.
2 2

Zbog nezavisnosti varijacija dx, oy i og slede diferencijalne jednacdine kretanja:

3.1 1 N .
——mX ——my——mR@p+mgsina =0,
2

2 2

1 3 | B .
——mx——my——mR@p+mgsinf=0,
2 2 2

| T 2.
——mRx ——mRy—mR ¢ =0.
2 2

14.60 Po glatkim, medusobno upravnim vodicama tela koje se obrée oko
nepokretne vertikalne ose krecu se klizaci A i B jednakih masa m i zanemar-
ljivih dimenzija. Klizac¢i su medusobno zglobno vezani Stapom duZine / i zane-
marljive mase. Moment inercije obrtnog tela u odnosu na osu obrtanja iznosi J.
U toku kretanja na obrtno telo deluje spreg ¢iji moment za osu obrtanja iznosi
M. Postaviti diferencijalne jednacine kretanja sistema.

® Ako za generalisane koordinate izaberemo ¢ (ugao obrtanja tela oko vertikalne ose
Oz u smeru delovanja sprega M) i 8 (ugao koji Stap AB gradi sa horizontalom),
diferencijalne jednacine kretanja su:

(J +ml* cos” ) — mi*pfsin20 = M,

-1 5.
mi*6+—mi’p* sin20 = —mgl cos 6.
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oM oM
2}E 0 Z/E 0

Slika 14.60 Slika 14.61

14.61 Resditi prethodni zadatak za slucaj da su mase kliza¢a zanemarljive a da
je Stap AB homogen, mase m.

1 N BT
® (J+—ml’cos’O)p——ml*phsin20= M,
3 3

I 5. 1 2 . 1
—m129+—m12(/)2 Sin260 = ——mglcos 6.
3 6 2

Slika 14.62 Slika 14.63

14.62 Dve jednake tanke homogene kvadratne ploce iste mase m i ivice a
medusobno su spojene osovinom OO, oko koje se relativno obréu pod

dejstvom sprega momenta M,. Horizontalna ploca 1 zavarena je za laku
vertikalnu osovinu, sa kojom se zajedno obr¢e pod dejstvom sprega momenta
M,. Ako je AB = AD napisati diferencijalne jednacine kretanja materijalnog
sistema.
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® Neka su generalisane koordinate @ (ugao obrtanja ploc¢e 1 oko vertikalne ose) i
(ugao koji plo¢a 2 gradi sa horizontalom). Kineti¢ka energija sistema je:

1 . 1 1
T=—J, ¢ +=mvj +—(Jp @, + Iy o, +].07).
Pri tome je:
— 2 1 52 5
JAZl :JCZ2 +mAC =—ma” +—ma” =—ma",
6 4 12

v =(§9)2 +(a+§c039)2('p2, o, =0, o, =¢sing, o, = coso,

1
Jpp =205 =20y =—ma’,

tako da izraz za kineti¢ku energiju dobija oblik:

1 21 .
T=—(9+6c0sO+ 2cos’ 9)ma2¢)2 +—ma’’.
12 6

1z izraza za virtuelni rad:
1
oA = M,6¢p + M,66 — —mgacos 650,
2
dobijaju se generalisane sile:
1
0,=M,, Qy=M,—-—mgacos?t.
2
Polazec¢i od Lagranzevih jednacina druge vrste:
dlar) ar d(ar ar
o e ot S e il 22
dt\ dp) Jp ar\co’/ 0

dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja u obliku:

9+6c0s0+2c0s> 0 5. 3sin@+sin260 5. .
ma ¢ — —————ma (p@le,
6

3sin@+sin20 5.
+—m

| 2 1
a ¢~ =M, ——mgacoso.
2

—ma” 0
3

14.63 Mehanizam manipulatora sastoji se od nepokretnog ¢lana 3 i pokretnih
¢lanova 11 2. Nepokretni ¢lan 3 omoguéava istovremeno vertikalno pomeranje
i obrtanje oko vertikalne ose ¢lana 1. Po horizontalnim vodicama, vezanim za
¢lan 1, moZe da klizi ¢lan 2. Masa €lana 1 je m; a moment inercije u odnosu na

osu obrtanja je J,. Masa €lana 2 je m, a moment inercije, u odnosu na njegovu
vertikalnu srediSnju osu je J,. U toku kretanja na ¢lan 1 deluje vertikalna sila
F, i spreg momenta M u odnosu na osu obrtanja, a na ¢lan 2 sila F, u pravcu
horizontalnih vodica. Zanemarujuci trenje postaviti diferencijalne jednacine
kretanja manipulatora.
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—>_.
a% F
3
Y
Slika 14.63 Slika 14.64

® Ako za generalisane koordinate izabremo z (translatorno pomeranje segmenta 1
vertikalno navise), ¢ (ugao obrtanja segmenta 1 oko nepokretnog segmenta 3 u smeru
dejstva sprega M) i x (rastojanje centra mase segmenta 2 od ose rotacije),
diferencijalne jednacine kretanja su:

(my+my)Z=F —mg—m,g,
(J,+J, +m2x2)¢+ 2myxxip =M,

. .2
m,Xx —m,x@- =F,.

14.64 Pokretni ¢lan manipulatora krajem A kreée se po nepokretnoj vertikalnoj
osi Oz i obrée se oko nje i sopstvene ose AS Masa pokretnog Clana je m a
njegovo teZiSte C nalazi se na rastojanju AC = a. Osa A7 je jedna od glavnih
centralnih osa inercije pokretnog ¢lana za koju je aksijalni moment inercije
zanemarljiv. Momenti inercije za druge dve glavne centralne ose imaju
priblizno jednake vrednosti J. U toku kretanja na pokretni ¢lan manipulatora
deluju sila F vertikalnog pravca i spregovi ¢iji momenti za ose obrtanja imaju
vrednosti M, = M, i M,. = M,. Postaviti diferencijalne jednacine kretanja

manipulatora.

® Ako za generalisane koordinate izabremo z (translatorno pomeranje segmenta 2
vertikalno navise), ¢ (ugao obrtanja segmenta 2 oko nepokretnog segmenta 1 u smeru
dejstva sprega M,) i &(ugao koji osa An segmenta 3 gradi sa horizontalom), diferenci-
jalne jednacine kretanja glase:

mz +ma@cos o — mad’ sin@=F —mg,

2 2 2o
(J+ma”)pcos” 0—(J +ma”)plsin20 = M|,

.1 Lo
maZCOSéH—(J+maz)9—i-—(J+maz)(o2 sin26 = M, —mgacos 6.
2



